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ÉTUDE SUR UNE QUESTION D'AMITSE INDÉTERMINÉE 



PAR 



M. DE JONQUIÈRES 



L La solution, en nombres entìers, des équations 

2ta4 = 3(n-l) , 2**«* = ^*-*' (^> 

est un problème qui, limite à certaines valeurs positives des indéterminées a^, se 
présente au seuil de la théorie des transformations Cremona (*)• Envisagé dans 
sa generante, ce problème comporte trois espèces de solutions, qu*on peut dénom- 
mer aìnsi: 

algébriques, si parmi les termes a^ il y en a de négatifs ; 

géomélriques, si, tous les termes a^ étant positifs et désignant des nombres 
de points multiples, de multiplicités (ordinaires) respectives roarquóes par les in. 
dices i, ìls déterminent ensemble, à moins deux points simples près, et sans in- 
compatibilitéSy une courbe géométrique de degré n qui, d*aprés Torigine méme des 
équations (A), est nécessairement unicursale; 



(^) Sulle transformazioni geometriche delle figure piane (Memorie delV Accademia 
di Bologna, 2« serie, t. Y. 1865). 
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arithméHqueSi sì, les termes étant tous positìfs, la condition géométrique 
qui vieni d'étre énoncée n'est pas remplie. 

Quelle que soit Fespèce de solution qu'on veuille obtenir, cornine la Théorie des 
nombres ne fournit pas de voie di recto qui y conduise, il n*est pas sans intérét de 
trouver une méthodc permettant de les calculer toutes avec facilité et promptitude. 
Celle qui m*a paru la plus simple consiste a déduire les solutions d*ordre n'-n+k^ 
de celles d*ordre n, supposées connues, par une sorto de dérivation. 

Dans ce but, on pourrait se donner a priori des conditions très variées, ayant 
toutes un degré suQisant de généralité. J*ai choisi la suivanto, qui est des plus 
simples et se présente naturellement. 

IL Donnécs du problème. Une solution quelconque des équations (A), que je 
représenterai par la notation 

(a) T„3(a4 , a^' , a," , ... , X| , XV , X'V . .- • Pr , PV , pV . — f ^x)» 

où quelques uns des termes (a), (X), (p), (§), peuvent d'ailleurs étre nuls, étant 
donnée» on se propose d'en déduire une ou plusieurs solutions (algébriques, arithmé* 
tiques ou géométriques) pour n' = n + A;, en admettant 

1^ que la solution T^r contiendra quelques uns des termes de T» , avec les 
mémes valeurs numériques et les mémes indices; 

2® qu*elle contiendra d'autres termes qui, pour des indices égaux, seront, 
en valeurs numériques, plus grands ou plus petits d'une unite que ceux de T» ; 

3® enfln, que Fun de ses termos, de rang x {x étant provisoirement indé- 
terminé), sera, dans 1,^^ égal à colui de méme rang dans T^ diminué de m unités, 
tandis qu'un autre terme, de rang x+p^ sera égal à colui de'mèroe rang dans T^ 
augmenté de m unités, sans préjudice, pour Fun comme pour Fautre, de Faltéra- 
tion d'une unite résultant de la condition 2^, selon la règie qui sera appliquée 
ci-après; m est un entier positif donne, et p un autre entier donne aussi, qui peut 
étre, de méme que fc, positif ou négatif. 

III. D'après ces données, la solution cherchée (6) sera de la forme 
(ft) T^'=V*^(a,,a'l,A^r..(X+l)^(X'+l)|.,...(p-l),,(p'-lV,..«^^ 

Gela pose, si Fon designo per Z{ia) et 2(i'a) les sommes des termos qui n*ont 
pas changé de valeur dans le passage de n à n', multipliés respectivement par 
leurs indices, ou par leurs carrés; par 2((X) et 2(PX); 21(rp), l{r^g), les sommes des 
iermes qui sont, les uns accrus, les autres diminués d'une unite, multipliés, re- 
spectivement par leurs indices ou par les carrés de ces indices, les équations (A) 
deviennent: pour n, 

( l(ia) + S(tX) + S(rp) + a?5 + (a? + p) 5' = 3(n - 1) 
(e) 

( l(i^a) + l(A*X) + S(r»p) + aj»5 + (a?+p)*5' = u» - 1 
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et, pour n' = n + k, 

Kto) + Sl(X+!) + Sr(p-l) + CD{l-m) + (aj+p)(5'+m) = 3(n+&-!) 
S«*a) + 2i»(X+l) + Ir»(p-l) + aj>(5-m) + (aj+p)*(5'+»n) = (n+ft)» - 1 . 



(d) 



Betrancbant les équations (e) des équations (d), il TÌent, toutes réductions 
faites, et en posant ii = Z({) - I(r) et p = S(l*) - S(r»), 

(1) it = 3ft — mp, 

où ic et p peuvent étre négatifs, mais où x est nécessairement posìtif et en- 

tìer 1 0. 

Tc, de la compo8iUon du quel dépend le signe de p, sera appelé le f^e de (a 
dértvah'on. Dans le cas le plus simple, quii convient d'éxaminer d*abord (et qui 
dolt servir le plus habituellement), où Fon aft = m = p=l,le type tc est égal à + 2; 
par suite, p est alors toujoors un norobre paìr, dont les valeurs eitrèmes sont 2 

et 2n. 11 est évident que la Taleur 2 de p correspond autype vii/, qu'on peut 

aussi écrire VI /• Quant aux valeurs de p intermédiaires entre 2 et 2n, elles peu- 
vent étre obtenues chacune par diiTérentes corobinaìsons de nombres. disons par 
diGTérents types, dont le nombre dépend de n et qui sont très aisés à former. Par 

exemple, si n=10, les types vTiJJ' V*6/' \3i6V* VT289J» (tsio}»—. 
satìsfont tous à la condition de donner à p sa valeur maximum, qui est dans ce 
eas p = 20, tandis que pour chacun d'eux ic = + 2. 

Dans le cas general, où %, m et p ont des valeurs autres que l'unite, les li- 
mitea imposées à l'indéterroinée x restant les mémes, Tequation (2) détermine celles 
entre les quelles p doit demeurer comprisc. 

Si Fon ne veut obtenir pour 1,^^ qu'une solution algébrique, tonte solution ini- 
tiale T,, et toute composition normale de type donnant pour x un nombre entier, 
peuvent en fournir une. Mais il n'en est pas de méme, si la solution cherchée doit étre 
arUhméHque^ ni, à fortiori, si elle doit étre géoméirique, Cela se con^oit; car la 
solution choìsie comme point de départ doit évidenroent posseder des termes > 

à tous les rangs que le type frappe du signe —, et roéme > m au rang sur lequel 
tombe la valeur trouvée pour a^. Il y a toutefois exception pour le terme de rang 
x-tP* QUI peut étre nul, nonobstant la condition éventuelle de lui soustraire une 
nnité, puisque son rang lui vaut le privilège d*en recevoir m, et que m est au 
moins égal à 1. Dono si Ton avait un motif quelconque,. tire de Tordre méthodique 
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suivi pour le calcul d*un ensemble de soIutions, de conserver une solution initiale 
T„, à laquelle un certain type ne pourrait s*appliquer, il faudrait se servir d*un 
autre type mieux appropriò, et c*est pourquoi la première opération à faire est d'en 
calculer, disons d'en préparer, plusieurs, car ils sont les éléments indispensables 
du calcul, éléments très faciles d'aìlleurs à obtenir. 

Eniin si la solution T^^ chorchée doit étre géoméirique, on devra, une fois la 
solution arithmétique obtenue, vériiier si elle satisfait à des conditions que la théorie 
generale des courbes fait connattre avec précision, par un contróle dont la théorie 
des transformations Cremona fournit le moyen facile et presquo intuitif. 

Quelques exemples vont servir d'éclaircissement à ce qui vieni d*étre dit. 

V. Supposons qu'on ait n = 12, fc = m = p = 1 , c'est-à dire quìi s'agisse d'obtenir 
des Solutions pour n' = 12 + l = 13, en les dérivant de celles, déja connucs, pour 
n = 12, et qu'on veuille exclusivement des solutions arithmétiques ou geometri- 

ques. Soit encore \2 4/ le type, d'ailleurs convenable dans la circonstance, qu'on 
veuille employer et qui donne à la fois tc = + 2 et p = +12, d'où Ton déduit, par 
réquation (2), a;=6. Un simple coup d'oeil jeté sur le tableau des solutions (géo- 
métriques) pour n = 12 (*), mentre que ce type est applicable auxhuit solutions ci- 
après, mais non à d* autres, savoir 

(3,4,0,1,0,3,0) • (l,5,0,J,2,f,o) ' (l,T,2,3,0,f,o) ' (4,1,3,5,0.5,0) • 

(o,3,2,t, 1,2,0) » (1,1,3,0,3,1,0) ^ (3,1,0,1,0,2,0) » (1,4,2,0,0,3,0) ' 

car elles ont toutes un terme > aux deuxième et sixième rangs, que le type 
choisi et la valeur trouvée pour x frappent de la diminutioa d'une unite. Dono, si 
l'oa se propose de former le tableau des solutions pour n= 13, on écrira ces huit 
solutions initiales à la suite l'une de Tautre, et l'on marquera, au dessus de chacun 
des termos qui vont se trouver actifs, les signes + ou — prescrits par le type et la 
lettre x, sans qu'il soit d'ailleurs utile de rien écrire au dessus du terme x + 1 
(qui est ici le septième) puìs qu'on sait que, faisant immédiatement suite au terme 
de rang Xy il doit étre accru d'une unite. Le calcul ainsi préparé, il ne reste qu'à 
efFectuer les additions et soustractions ainsi prescrites et , de la sorte, on trouve, 

d*un seuI coup, les huit solutions suivantes Ti,, engeadrées par le type v2 4/, 
savoir 

(3,3,0,2,0,2,1) , (1,4,0,1,2,1,1) . (1,0,2,4,0,1,1) , (4,0,3,1,0,2,1) , 
(0,2,2,2,1,1.1) , (1,0,3,1.3,0,1) , (3,0,0,5,0,1,1) , (1,3,2,1,0,2,1). 



(*) Voir, ci-après, le tableau des solutions géométriques pour n=^12 et n=18. 
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^ Alors, 8ì fon ne veut conservcr que les soIutions géométrlques, on trouve, en 
appliquant la théorie des transformations quadratiques (*) , que la première, la 
deuxième et la septième solutions présentent des incompatibiiités géométriques, et 

qu*aÌDsi le type \2 4/ fournit, à lui 9eul, cìnq des solutions géométriques pour 
n' = 13. L*intervention de ce type étant épuisée, on passera à un autre, tei que 

\Ì/ ' \T3/' \3 5A etc pour trouver les autres solutions T^. 

TI. lei se place naturellement une question: quand sera-t-on sur d*avoir obtenii 
la totalité des solutions géométriques cherchées ? 

Pour étre en mesure d*y faire une réponse précise, il faudrait posseder une 
théorie permettant d*aiBrmer que, pour une valeur donneo de n, les équations (A) 
comportent N solutions, dont N' algébriques, N" arithmétiques et N'" géométriques* 
A défaut, la ressouroe principale consiste à varier les types employés, jusqu*à ce 
que la répétition constante de solutions déja fournies par d*autres types, sans ap- 
parition de solution nouvelle, donne la probabilìté, de plus en plus voisine de la 
certitude, qn*on n'en a omis aucune. La certitude sera méme obtenue, si Ton a eu 
le soin et la patience de faire usage de lous les types admissibles, et ceuK-ci sont, 
relatìvement, faciles et prompts à former. On sera aidé dans cette recherclie, 8*il 
8*agit en particulier des solutions géométriques, par cette considération que les 
solutions de cette espèce se doivent pouvoir conjuguer deux à deux, ou avec elles- 
mémes, et cette constatation resulterà du calcul, relativement facile, des Jacobien- 
nes. Je renvoie pour cet objet au mémoire de M. Cremona cité plus haut. 

Pour flxer les idées, je dirai que le tableau des solutions géométriques pour 
n= 13 peut se déduire de colui pour 71 = 12, en employant seize types seulement, 
d*une forme très simple. En fait, j*ai employé pour sa formation 38 types différents, 
donnant lìeu à 129 solutions, à termes positifs, dont 34 géométriques répétées 
chacane plus ou moins souvent. Avec un peu d*habitude, le calcul compiei, avec 
les vérifications géométriques qu'il comporte, n'exige guère que deux journées de 
travail et pourrait étre réduit à moins. 

VII. m et p restant égaux à l'unite, on peut, s'il s'agit encore de trouver les 
solutions géométriques pour n'=13, partir de celles, déja connues, pour 71=10, en 
faisant ft=:3, ce qui dispense du calcul des tableaux intermediaires pour n = ll 

et n = 12. Dans ce cas ic = + 8, x= ^ ^ et p doit étre égal à 46 au moins et 

à 68 au plus. 

Si Fon cholsit, par exemple, \t) pour type, d'où p = -i-64 et 05 = 2, on volt, 



(*) Yoir « Legona sur le geometrie », par Glebsch, publieés par Lindemann, 
iraduites par B e noi si, t. II, page 191, et suivantes. 
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par la seule inspection du tableau pour n = 10, quo ce type convient aux six so- 
lutions T|o ci-après, saToir 

(1,1,0,2,2,0,0,0) , (0,2,2.3,1,0,0,$) , (2.1,3,1,2.0.0,5) , 

(3,3,1.0.3,0,0.0) , (0,6,0,0,3,0,0,0) , (o,f, 5,0,2,0,0,0) , 

et donne naissance aux siz soIutions T|, : 

(1,3,1,2,2,0.0.1) , (0,1,3,3,1,0,0,1) , (2,0,4,1,2,0,0,1), 

(3,2,2,0,3,0,0,1) , (0,5,1,0.3,0,0,1) , (0,0,6,0.2,0,0,1) , 

qui, sauf la cinquième, sont toutes géométriques. Les nombres qui figurent dans 
le tableau pour n'=13, ont tous été recalculés par cette seconde manière. 

Gomme dernier exemple, soìt n = 10, h = l, m = 2, p = 3. Il s*agit d'obtenir 
des Solutions pour n' = \l^ en partant de celles pour n = 10, mais avec un 
mode de transport différent des unités prélevées sur le terme frappé par x. 
On a ici 

ic = +!5 , aj=— — Jl. 

Les types à former doivent dono satisraire à la doublé conditlon quo ic soit 
égal à 15 et que p ait Tune des valeurs suiyantes 

63 , 75 , 87 , 99 , 111 , 123 , 185 , 147 , 159 , 171. 

Le type \2 3 8 /, qui satisfait à ces deux conditions, s' applique aux quatre 
Solutions 

T,os(o, 5,2,3, 1.0,0,0), (4, 5,3. 2.0, 1,0. o) , 

+ ^ + ' 

(1, J . 2 , 2 , 0, 1, 0, 0) . (1, J, 2 , "S , 0, 0, 0, 0) , 

et donne immédiatement, pour T|y, les quatre solutions 

(0,3,1,1,1.0,2,2) , (4,1,2,0,0,1.2,2) , (1,2,1,0,0,1,2,2) , (1,1,1,3,0,0.2,2) , 

dont les trois premières sont arithmétiques et la demière seule est géométrique. 
S'il s*agissait d'un nombre premier plus grand, voir Fappendice. 
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TIII. Les exemples qui précèdeot sufRsent pour faire bien comprendre Tesprit 
et le mécanisme du procède. Quant à la formation et au choix des types, on doiti 
si Ton ne cherche que des soIutions géométriques, avoir égard aux considérations 
suivantes : 

1^ Il ne doit pas entrer dans la composition d'un type, des hombres, af- 
fectés du signe +,dont la somme, quand on les prend deuz à deux, soit>n'; 

2^ Les valeurs de ce et de p ne doivent par faire arriver les m unités adven- 
iives à un rang dont l'indice additionné avec lui-méme (s*il s*y trouve plus d'une 
unite) ou avec quelque autre nombre entrant dans la composition du type, donne 
une somme >n'; ainsi, pour n= 10, fc=:7, m = 2, p = 3. un type qui donnerait 
pour X une valeur égale à 6, serait inadmissible, quelle que fùt sa composition; 
car, de ce chef seul, deuz unités (puisque m est ici égal à 2) se trouveraient 
portées du 6« rang au (6 •*■ 3)*™« (puisque p = 3), et qu'une courbe du !!• degré 
ne peut posseder 2 points 9p^. 

Avec cotte précaution, les calculs inutiles seront évités, et les types possibles 
6'obtiendront sans peine (*). Par exemple, dans le dernier cas eonsidéré, les types 
ci-après savoir 

(B = ' ^^7 —^ 






etc. 



peuvent étre employés, mais, bien entendu, avec des solutions Ti^ ne contenant 

aucun nombre (à moins que les valeurs combinées de os et de m ne le fassent di- 

sparattre) tei, que son indice ajouté à colui d*un des nombres, flxes ou adventif, 

n - 1 
du type fasse une somme supérieure à — — . la somme des deux nombres eux- 

mémes étant plus grande que l'unite. 



(*) Pour plns de détails à ce sujet voir T appendice ci-après. Quant anx soln- 
iions géométriqnes ponr n = 12 et n=18, annoncées ci-dessns, en yoici le tableanz 
complet. 

Il a étó calcnlé. en employant successivement les denx procòdés indiqnés dans la 
Note: V en les dednisant, par le premier, de celles pour n=lletn=12; 2^ en les 
ealcalanty par le seoond, an moyen de celles ponr »i:=^9 et n = 10, sans faire nsage 
des Tables intermédiaires. 
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APPENDICE 



Lorsqu'on se propose de former le tableau des soIutions arithmétiques ou géo- 
raétriques, pour un nombre n'^^n + ky à Faide de celles, supposées connues, pour 



Tableau des solutions igiomeiriques) des équations (A) pour n=12 et n=13. 





SOLUTIONS 




SOLQTIONS 




conjuguées 
avec 




conjuguées 




elles-mémes. 




• — 


deux à deuz. 




nx:12. 




« 


222 213 3110 


3 


10 


15 


46 


34 


13 


01 


02 


01 31 lOOi 


1 


«, .... 


02044510 


10 





40 


10 


31 


30 


31 


20 


32 


1 4 


01 






«»•..• 


52400022 








50 


61 


03 


23 


13 


41 


20 


02 


30 






«♦ .... 


21201034 








04 


04 


40 


31 


30 


2 


1 3 


40 


1 4 






* «, .... 


021 30201 





1 


01 


00 


00 


01 


13 


24 


12 


00 


43 






1 **f .*•• 


00003221 





3 


00 


00 


03 


02 


01 





21 


23 








' «,.... 


Oli I 







01 


00 








1 


1 












»,.... 


1 










01 


1 


1 




















1 




1 




1 


1 


























n=13. Il 


«4 ... 


24 332210000 


3 


11 


57 


26 


03 


24 


02 


01 


12 01 


00 21 


03 


«, ... 


0020500063 


11 





00 


30 


30 


30 


00 


IO 


31 


21 


32 


23 


51 


«g ... 


424021000 








70 


60 


31 


1 3 


60 


33 


1 3 


21 


03 


02 


10 


«4... 


301043603 








05 


03 


33 


41 


01 


31 


20 


22 


20 


31 


00 


! «5 ••• 


032103000 








00 


02 


00 


00 


26 


13 


22 


12 


31 


10 


35 


a,... 


0000211243 





3 


00 


00 


03 


02 





00 


01 


12 


03 


12 


01 


; «1 ••• 


00011 





1 


00 


00 





01 





01 


01 


1 


1 


11 





; «•••• 


0011 







00 


01 








1 


1 


1 








1 




1 







01 





1 


1 
























1 


1 























1 


























1 •« •• 


1 





























ff La formation da Tableau pour n=13 n'exige Temploi que de seize types, bien 
que j'en aie utilisé un plus grand nombre, afin d'avoir des vérificatìons. Ces seize 
types sont 

(0 . (lO , (tat) . ini) , {tu) , (it) , (15) Xit). (w) . 
(t53) , (ut) , ('it) , i'iUi) , ('rvy) , (ttisO , ima). , 
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le nombre n, la manière la plus simple et la plus expéditive de conduire Fopé- 
ratìoa est de former à ravance les types correspondants à cbaque yaleur de p com- 
prise entre les limites fixées par Téquation (2), et de procéder alors selon les 
Taleurs croissantes de p, depuis la plus petite jusqn^à la plus grande. Mais il n'en 
est pas de roéme si Fon veut simpleroent trouYor quelques solutìons pour n^ en 
les faisant dériver d*une seule solution pour n (ou d*un petit nombre de celles-ci). 
Dans ce cas, il faut n'employer que des types appropriés à la coraposition de la 
solution T^ qui est donnée, c*est-à-dire dont les termes négatifs s*y présentent à 
des rangs où la solution T^ ait des nombres a^ > 0, sans quoi la solution obtenue 
T/ aurait nécessairement des termes négatifs et ne serait pas arithmétique ou 
géométrique, comme on le demande; et de méme, il faut que ces types attribuent 
à X des valeurs satisfaisant à cette dernière condition. La chose est d'ailleurs fa- 
cile, comme le montrent les exemples ci-après. 

Supposons qu'on demande une solution, géométrique, pour n' = 389 (nombre 
premier). Puisque 389 = 4.97 + 1, il faut commencer par obtenir une solution pour 
n" = 97. Or 97 = 12.8 + 1; il convient donc de prendre comme point de départ une 
solution géométrique pour n = 96 = 12-8. Le théorème donne par H. Cuccia 
dans les Comptes-Rendus de TAcadémie des sciences, t. CI p. 808 (*), en fournit 
immédiatement plusieurs. Supposons qu'on adopte celle qui résulte de 

T.,s(!,l,2,3, 0,2) et T8 = (2, 0, 5, 1) , 



(*) Le jenne et savant geometre n'a pas pnblié la démonstration de son théorème, 
mais en voici une des pina simples. T^ et Tj^ étant des solntions d'ordres respectifs l 
et ky on a 

2ta = 3(i-l) , 2i»a=:P-l, et 2yp = 8(ft-l) , lj^^ = k*-l. 

Donc si Ton ajonte les denx demières , après les avoir mnltipliées , respective- 
ment, par { et l^, anx denx premi ères (ce qui selon la règie Quo eia, revient à mal- 
tiplier par l les indicea de la solution T^ il yient 

Ita + 2?jp = 8(W - 1), et Li^a + Jiy p = fe*P - 1 , 

qui définissent une solution d'ordre hh 

Si la solution inverse (Tj^ + T^^'^') est conjngaeé à la précédente, ce qui a liea 
lorsqne ni Tnne ni Tantre n*est coDJnguée avec elle méme, Tordre de aubatitution 
circuìaire direct^ qu'on remarqne sonvent dans deux solntions conjagnées, se tronve 
ainsi naturellement expliqné, pnis qu*il résulte dn mode méme de lenr formation. Il 
resile à expliquer pourqnoi ce mème ordre, on Tordre circuìaire inverse ^ on parfois 
ni l'an ni Tantre, se présentent dans les autres solntions conjngueés denx à deux. 

VOL. XXIV. 2 
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et qui est 

T^=(l,l,2, 3, 0, ?, o;... ,0,2,0. ...0,5,0, .. .0, 1). 

It se 48 

Si Ton veiit, par exemple, que x tombe sur le terme du 36*°"® rang, d'où, par 
la formule (2), ^ = 120, on formerà un type doni les deux nombres consécutifs 

48 49 fassent partìe (en supposant ;t = m = p= 1), afin d'apporter la plus grande 
contribution possible au nombre p pour la moindre apportée au nombre ic (qui est 
ici égal à+ 2). Il sufflt alors de compléter le type, dont on possedè déja deux élé- 
ments, en adjoignant à ceux-ci des nombres dont la somme algébrique de leurs 
carrés sera égale à 120—2.48+1=23, et tels que les termes négatifs qui y entreront 
ne frappent que des termes >0 dans Tg^. Après quelques essais, ou trouve sans 

peine que le type (-2 3 6 48 49) satisfait à ces conditions. et Fon en tire la so- 
lution 

T,, =(1, 0, 1, 3, 0, 3, 0, ... 0. 2, 0, ... 0, 4, 1, ... 0, 1), 

n se S7 i0 

qui est géométrlque, comme Fon s*en assure aisément. 

Cette solution trouvée, si on Tassocie à celle T4 = (3,3), le théorérae Guccia 
donne immédiatement, pour n = 97-4 -388, la suivante 

T,g.3(l,0,l, 3,0,3,0, ... 0, 2 , ... , 4 , 1 , ... 1 , ... 3 , ... 3 ). 

11 86 37 49 91 494 

Gela fait, passons au calcul de T^g^, qu'on Teut déduire de cette dernière. 
Si Fon veut que x soit égal à 97, d'où p = 2n-2x = 582, on devra former 
un type dont (par un motlf analogue à celui exprimé ci-dessus) les termes 

yi 38, 49 50, 194 iSS, fassent partie, en y adjoignant d'autres termes, dont les né- 
gatifs ne frappent que des termes > dans T^g^, et tels que leur somme algébrique 
soit égale à-. 1, et celle de leurs carrés égale à 19. On trouve promptement que 

les termes additionnels sont 3 6 8, et Fon obtient ainsi le type 

(3 6 $ il ìi 4*9 sì) 194 m) » 

satisfaisant à toutes les conditions; on en déduit aussìtòt, en Fappliquant à la so- 
lution donnée Ifg», celle-ci 

Tm»s(1.0,0,3,0,2,0,1,0,....2,...,4,0.1,0,...1,...2, I....2, 1), 

^* 41 86 S8 SO 61 M 464 195 

et cette solution est géométrìque. En effet, si Fon y applique la méthode de ré- 
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ductìon par transformatìons quadratiques successives , qui est connue , on trouve 
(le lecteur coroprendra aisément les notations employées) : pour 

h««/i***/4***...C«« = (2,0.0,3,0,-2,0,1,...2,...4,0.1,...l,...2, 1 ) , 

12 S« 38 80 91 M 

K^ /i»' ft"...C«« s(3,0,0,3,0,2,0.t,...2,...4,0,i,...1), 

tt se ss 80 

^80 /iS8 hS8...c» s(3,0,0,3,0,2,0,l,0.1,0,3,...1,3), 

u se 

ftse ftse /ise...c»« 3(3,0,0,3.0,2,0,1.0,1,0,3,..,1 ) , 

SS 

h" h*« /i"...C** =(3,0,0,3,0,2.0,1,0,1,0,2), 

h" h« ft^«...C*» =(3,2,0,3,0,2,0,1), 

/i» h« h« ...C« =(3,3,0,3); 

or cette dernière est une solution géométrìque ; dono T^^ Test aussi , et la que- 
stion proposée est résolue. etc. etc. 
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PROGRAMMA DI CONCORSO 

L' Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli conferirà un premio 
di lire mille ali* Autore della migliore memoria : Sulle curve piane del 4^ ordine 
in relazione con V interpretazione geometrica delle forme invariantive della fonna 
ternaria biquadratica. 

L'Accademia desidera un'esposizione analitica sistematica delle più notevoli 
proprietà delle curve piane del 4^ ordine in relazione con l'interpretazione geome- 
trica delle forme invariantive della forma ternaria biquadratica. La memoria do- 
vrebbe trattare : 

1.*^ Delle polari della curva di 4*" ordine. 
2.^ Delle sue tangenti doppie. 
3.^ Dei suoi flessi. 

4.^ Dei caratteri analitici invariantivi che distinguono le linee speciali del 4^ 
ordine. 

5.® Della geometria sopra una curva del 4^ ordine. 

L' Accademia desidera che siano trattati principalmente gli argomenti dei nu- 
meri 3^ e 5\ 

CONDIZIONI 

1.^ Le memorie dovranno essere scrìtte in italiano, latino o francese, e 
dovranno inviarsi al Segretario dell' Accademia non più tardi del mese di Marzo 
del 1887. 

2.^ Esse non debbono portare 11 nome dell'Autore, e debbono essere distinte 
con un motto il quale dovrà essere ripetuto sopra una busta suggellata che con- 
terrà il nome dell'Autore. 

i."" La memoria premiata sarà pubblicata negli Atti dell'Accademia per intero 
per sunto, e l'Autore ne avrà cento copie. 

4.** Tutte le memorie inviate pel concorso al premio si conserveranno nel- 
r archivio dell' Accademia, e soltanto si permetterà di estrarne copia a chi le avrà 
presentate. 
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SOPRA ALCUNI PROBLEMI RIGUARDANTI I FASCI DI CURVE 

E DI SUPERFICIE ALGEBRICHE. 

DI 

MARIO PIERI. 



1. Si domanda il luogo dei piedi delle normali condotte da un punto P alle 
curve di un fascio F" dell* ordine n. Premettiamo l'osservazione che un punto qua- 
lunque n del piano determina un fascio di prime polari rispetto ad F", e le inter- 
sezioni delle curve corrispondenti di questi due fasci generano una curva C**"\ 
luogo di un punto tale, che la tangente a quella curva del fascio F** che passa per 
esso contiene il punto II (*). Le curve C**"* relative ai punti di una retta g formano 
un fascio, projettivo alla retta, i punti base del quale sono gli n* punti base del 
fascio F*, i 3(n— 1)* punti doppi del medesimo, e i 2(n-l) punti di contatto della 
retta g con curve di F". Ciò posto, consideriamo il fascio delle rette passanti per P. 
Un raggio ic di questo fascio incontra la retta all' oo del piano in un punto , che 
ammette un coniugato armonico II rispetto alla coppia dei punti ciclici ((o,(o') e 
questo coniugato armonico ammette alla sua volta una curva C*"'*, rispetto al fa- 
scio ¥^. Di più, rotando il raggio ic intorno a P, le C**'* corrispondenti alle sue 
diverse posizioni descrivono un fascio di curve, projettivo al fascio descritto da ic. 
Il luogo richiesto sarà evidentemente la curva, sulla quale si tagliano gli elementi 
corrispondenti di questi due fasci projettivi. Avremo pertanto che : 

a II luogo dei piedi delle normali abbassate da un punto P sutle curve di 
un fascio F" deU'ordine n, è una curva dell'ordine 2n, che passa sempUcemenfe 



(*) La curva C'^S covariante del punto II e del fascio F*^ , fa già considerata 
da Steiner nella sua classica memoria sulle curve dotate dì centro, e da lui 
chiamata pampolare del punto II rispetto ad F*. Essa gode di molte proprietà ana- 
loghe a quelle della polare ordinaria di un punto rispetto ad una curva. 
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pel punto V, per gli n* punii base del fascio F**, per i 3(n-l)* punii doppi delle 
curve appartenenti al medesimo, pei 2(n--l) punii di contano delle curve pa- 
raboliche del fascio con la retta alt infinito , e pei due punti circolari alV in- 
finito ». 

Quest'ultima asserzione si chiarisce osservando che la C***"' di un punto qua- 
lunque n passa sempre per n, quindi allorché la retta mobile ic incontra la retta 
air infinito in uno dei punti ciclici, p. e. co, il suo coniugato armonico coincidendo 
con co, la retta Pw , incontra in co la corrispondente C*""'. In altri termini , la 
tangente in co alla curva del fascio che passa per o^, e la retta Pu) sono coniugate 
rispetto alla conica imaginaria ((o,ca') e quindi ortogonali fra loro. 

2. Osserviamo che per n > 3. il numero : 

n* + 3(n-l)* + 2(n-.t) + 2 = 4w« - 4n + 3 

è maggiore del numero dei punti necessari a determinare una curva deirordine 2n. 
Quindi troviamo , come conseguenza del teorema precedente , una proprietà note- 
vole dei gruppo di punti costituito dai punti base, dai punti doppi e dai punti di 
contatto con la retta air infinito, delle curve di un fascio dell' ordine n; cioè : 

« Per gli n* punti base e pei 3(n-l)- fnuili doppi di un fascio delVordine n 
passano infinite curve circolari dciC ordine 2n, c/te incontrano la retta all'infi- 
nito in 2n punii fissi^ che sono i punti ciclici ei 2(n-l) punti di contatto delle 
curve paraboliche del fascio con la retta aW qo » . 

3. Il luogo dei piedi delle normali calate da un punto P sulle diverse curve 
di un fascio F**, essendo una curva dell' ordine 2n, avrà a comune con una qua- 
lunque curva del fascio 2n* punti; dei quali però n* soltanto varieranno da curva 
a curva, gli altri n* coincidendo coi punti base di F^. Siamo condotti per tal modo 
al noto teorema : « Da un punto si possono condurre n* normali a una curva 
delV ordine n ». 

Nel caso di un fascio di coniche, il luogo in discorso (che è allora una curva 
circolare del 4® ordine) passa dunque pei piedi delle normali abbassate sulle rette 
formanti le tre coniche dotate di punto doppio. Questi sei punti, insieme col punto 
P, coi tre punti doppi e coi quattro punti base del fascio bastano a determinare 
una curva del 4^ ordine; quindi abbiamo il teorema : 

« La curva del i^ ordine che passa per i quattro vertici e % tre punti dia- 
gonali di un quadrangolo, per un punto arbitrario e pei sei piedi delle perpen- 
dicolari abbassate da questo punto sui lati del quadrangolo , possa altresì pei 
p%mti ciclici e pei punti all'infinito degli assi delle due parabole appartenenti al 
fascio individuato da quei quattro vertici )). 

4. I risultati precedenti ci permettono di risolvere un problema più generale: 
determinare il luogo dei punti, nei quali le curve di un fascio F** deirordine n 
segano ortogonalmente le curve di un altro fascio <b'^ dell' ordiae m. È chiaro che 
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le tangenti alle curve di un fascio, p. e. F**, nei punti ove queste curve incon- 
trano una retta g^ inviluppano una curva della classe 2/1-1, poiché le rette del- 

V inviluppo che passano per un punto R sono tante quante sono le intersezioni 
della retta g con la curva C^""* (V. n.° 1), luogo dei punti di contatto delle tan 
genti condotto da R a tutte le curve del fascio. Di più la retta y sarà una tan- 
gente 2(?i-l)-pla dell'inviluppo, perchè 2(?i— 1) sono le curve del fascio che toc- 
cano la retta g. Parimente è chiaro che le normali alle curve delFaltro fascio 0"* 
nei punti ov' esse tagliano la retta g inviluppano un' altra curva della classe 2m, 
poiché le rette dell' inviluppo che passano per un punto arbitrario S, sono quelle 
che congiungono il punto S ai punti d'intersezione della retta g con la curva C*"", 
luogo dei piedi delle normali condotte da S alle curve del fascio *"* (V, n.** 1). 
Per questo secondo inviluppo la retta g sarà una tangente (•2m-l) pia, poiché 
tutte le normali a g formano un fascio, e conseguentemente toccano le curve del 
fascio <t>^ secondo una C*"*"*, che incontra g in 2m-1 punti. Segue da ciò che i 
due punti inviluppi considerati hanno in comune : 

2m(2n-l) - (2m-l) (2n-2) = 2(mH-n-l) 

tangenti, oltre la retta g. Ma è chiaro che i 2(m+?i— 1) punti ove queste tangenti 
incontrano la retta g sono i punti del luogo cercato, che giacciono sulla retta g, 
poiché in ciascuno di essi si tagliano ortogonalmente una curva di F* ed una di <t>^. 
Considerando poi che la tangente ad una curva in un suo punto doppio è inde- 
terminata; che la curva di F* e a quelle di <I>"* che passano per uno stesso punto 
circolare, si segano quivi ortogonalmente, perché le relative tangenti in quel punto 
sono rette coniugate rispetto alla conica imaginaria formata dai due punti circo- 
lari; che le curve di F* (o di *'") che passano pei punti ove le curve di <b^ (o 
di F"), che sono paraboliche, toccano la retta air infinito, segano ortogonalmente 
quelle curve in quei punti, ecc., ecc., possiamo concludere che: 

« Il luogo di un punto nel quale si tagliano orlogonalmenle una curva di F*, 
ed una di ***, è una curva delC ordine 2(m+n— 1), die contiene scìnplicemente 
i punii base e i punii doppi di entrambi i fasci; e sega la retta alVinfinito nei 
due punti ciclici, e nei punti ove questa retta è toccata da curve delCuno o del- 

V altro fascio »• 

Al medesimo risultato si perviene osservando che la curva in quistione nasce 
dalle intersezioni delle curve corrispondenti di due fasci proiettivi , uno dei quali 
è generato dalla C*"'"* relativa ad un punto variabile della retta all'infinito, e 
laltro dalla C^~^ relativa al coniugato armonico di quel punto rispetto alla cop- 
pia (UXit)'). 

5. La proprietà enunciata al n.^ 2, non è dunque che un caso particolare della 
seguente, assai notevole: 

V Per i pitnli base, i punii doppi e i punti di contatto con la retta alVin'- 
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finito delle curve di due fasci qualunque degli ordini m, n, passa sempre una 
curva circolare dell'ordine 2(iiH-n— 1) ». 

Prendendo le intersezioni della curva C*^"'"*'"'*) con una curva qualunque di 
uno dei due fasci, p. e. di F", e togliendo da queste intersezioni gli n* punti base 
comuni a tutte le curve di F** e alla C*^™"*"""*^ troviamo per residuo il numero 
njn+2m— 2} dei punti ove le curve di <b^ segano ortogonalmente una curva del 
fascio F*. Laonde : 

« Vi sono n(n+2m~5) curve di un fascio delV ordine m che segano ortogo- 
nalmente una curva arbitraria deW ordine n ». 

6. Le prime polari di un punto P rispetto alle superficie di un fascio A", del- 
r ordine n formano un nuovo fascio, dell'ordine n-1 projettivo al precedente. Il 
luogo della intersezione di due superficie corrispondenti di questi due fasci è una 
superficie S****"*, luogo dei punti di contatto delle superficie di A* coi piani della 
stella che ha il centro in P, La S***"* di un punto P, rispetto ad A**, passa sempre 
il punto P, per la curva base di A**, e pei 4(a-l)* punti doppi del medesimo. 
Dalla definizione della superficie S**"* discendono subito le seguenti proprietà. 
(Cfr. n.M). 

« Le superficie S**** relative ai punti di una retta l formano un fascio spe- 
ciale deirordine 2n — 1 proiettivo alla punteggiata l , la curva base del quale si 
spezza nella curva C** base di A**, ed in una curva residua deirordine 3n*— 4n4-l, 
la quale contiene i punti doppi, e i punti di contatto con la retta l, delle super- 
ficie del fascio ». 

« Le superficie S**** corrispondenti ai punti di un piano a formano una rete 
proiettiva al piano a; la base di questa rete è costituita dalla curva C* , dai 
4(n-1)' punti doppi, e dai 3(n— 1)* punti di contatto col piano a, delle superficie 
di A» (•) ». 

« Le superficie S**^^ corrispondenti ai punti dello spazio formano un sistema 
lineare oo^, ed hanno tutte in comune la curva base e i 4(n-l)^ punti doppi del 
fascio A" » etc. etc. 



(*) Le superficie di qnesta rete non possono avere altri punti a comune ; poiché 
la curva C*** (che è del rango 2n*(n— 1)) equivale a 

n* {3(2n - 1) - 2| - 2n^{n - 1) = E 

punti d'intersezione di tre superficie arbitrarie, deirordine 2f2--l, che la contengono 
(Cremona, Fondamenti di una teoria geometrica delle superficie § 121 della tradu- 
zione tedesca. Berlin 1870) e si ha : 

E + 4(« - 1)» + 3(n - 1)* = (2n - 1)» 
ecc. ecc. 
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7. La considerazione di queste superficie S***"* agevola la soluzione di parec- 
chie quistioni relative ai fasci (*). P. e. vogliasi il luogo dei piedi delle normali 
condotte da un punto P alle superficie di un fascio A**. La stella dei piani pas- 
santi per P è segata dal piano all'infinito secondo una rete di rette, ciascuna delle 
quali ammette un polo rispetto al cerchio immaginario all'infinito. A questi poli 
corrisponderanno proiettivamente le superficie S-'*"^ appartenenti a una medesima 
rete (n. 6), proiettiva alla stella dei piani passanti per P. Ai piani di questa stella 
che passano per una medesima retta U corrisponderanno le superficie S*""' rela- 
tive ai punti della retta X airinfinìto, polare del punto airinfinito di L rispetto ai 
cerchio immaginario. Queste superficie S***"' formeranno un fascio (n. 6), la curva 
base del quale si spezza nella curva C"^ base del fascio fondamentale A**, ed in 
un'altra curva C^"'"*""^*, variabile da fascio a fascio della rete. 

Se la retta l incontrasse questa curva C^«^~*"+' a lei corrispondente, il punto 
d'incontro sarebbe evidentemente un punto del luogo cercato. 

Questo luogo ci si presenta dunque come la curva generala dalle inlersezioni 
delle curve basi di fasci corrispondenli in due reti proieiiive degli ordini 1 , 
2n-l ; curva che è dell'ordine (**) 

1 + (2n - 1)2 + (2n - 1) = 4n* - 2n + 1 , 

e contiene i punti base delle due reti ; cioè nel nostro caso il punto P, i 4(n-l)' 
punti doppi e i 3(n— 1)^ punti di contatto col piano all'infinito, delle superficie di 
A", e la intera curva C"^ ; la quale però non fa parte del nostro luogo, che pro- 
viene soltanto dalle intersezioni delle rette t con le C'"*"*'*"*"* corrispondenti. Stac- 
cando adunque la curva C"* dalla curva trovata, che è dell'ordine 4n*-2fi-f1, resta 
una curva dell'ordine 3n^ — 2n + 1 ; la quale deve evidentemente incontrare C"^ in 
quei punti Q tali, che la retta PQ sia noimale alla curva C"* (e conseguentemente 
ad una certa superficie di A"), cioè in ?i*(2n-l) punti (••*). Possiamo concludere 
che : 

« Il luogo dei piedi delle normali condotte da un punto P alle superficie di 
un fascio A" dell'ordine n, è una curva delVordine 3n*-2n+l, che coniieney olire 



(*) Citiamo anche queste altre conseguenze : 

« Il luogo dei punti di contatto dei piani di un fascio con le superficie di A* è 
una curva delV ordine 3n* - 4n -f 1 . 

« L'inviluppo dei piani tangenti condotti in punti di una superficie S"", delVor- 
dine m, alle superficie di A** passanti per quei punti è una superficie della classe 
m(3n^ — 4n+l) ecc. ». 

(**) Cremona, Ice. cit. p. 107. 

(•*•) È noto che i piani normali alla curva intersezióne di due superfìcie degli 
ordini m, n, generano una sviluppabile della classe mn{m -tn — l). 

VOL. XXIV. 3 
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il punto P, % 4(n— 1)' punti doppi del fascio e gli n*(2n— 1) piedi delle normali 
abbassate da P sulla curva base di A*. Essa possiede 3(n— 1)* punii semplici nei 
punti di contatto del piano alVin finito con superficie del fascio; e 2(2n — 1) nei 
punti ove altreUanle superficie del fascio toccano il cerchio immaginario alVin- 
finito (•). 

8. L'intersezione della curva C'*^"**"' * con una qualunque superficie del fascio 
A", si comporrà di n^C^n-ì) punti situati sulla curva base, e di altri 

nl3n*-2n+ t{ -n«(2n- l) = n{?i*-n+ ì\ 

punti variabili da una superficie all'altra del fascio. Anche di qui risulta dunque 
il ben noto teorema : 

« Per un punto arbitrario dello spazio passano n(n*— n+1) normali di una 
superficie dell'ordine n ». etc. etc. 

10. All'esempio precedente, sull'utilità di introdurre le superficie S**"* nelle 
quislioni relative ai fasci, ne facciamo seguire un altro, proponendoci di determi- 
nare la induzione che subisce il numero delle superficie di un fascio dotale di 
un punto doppiOy per effetto di un punto multiplo comune a tutte le superficie 
del fascio (**). 

Premetteremo la risoluzione del problema analogo che si ha nella Geometria 
del piano. Sia : 

dove : 

U„ = U^<C^^'* + ^i+ii»!*"*"* + . . . + U„ ] 

V,, = ViCo^'"'* + Vi+,aj,«-'-^ -f . . . + v„ i 

r equazione di un fascio di curve dell'ordine n, con un punto base i-plo nel ver- 
tice (100) del triangolo fondamentale. Supponiamo che i gruppi delle tangenti nel 
punto base i-plo, alle diverse curve del fascio siano generali, o che formino una 



(*) È noto che la curva intersezione di due superficie degli ordini p,q è toccata da 

superficie di un fascio dell'ordine n. 

(•*) La stessa quistione per i fasci di curve nel piano fu risoluta dal Oremo- 
n a negli Ann. di Matem. , Serie V 1864. Ma pei fasci di superficie non credo che 
sia stata trattata da alcuno, se non forse in qualche caso speciale. 
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involusione generale dell' ordine i. Ciò posto , il fascio delle polari prime di un 
punto ^y^yty») rispetto alle curve di F„ sarà rappresentato dall'equazione: 



(2) 



San xn 9v 



Eliminando X tra le equazioni (1) e (2) otterremo l'equazione della curva C**"', 
sotto la forma: 



= 



UiX^'^* + 



Vi Xi^'* + 






»•-*+.. 



Dalla quale ricaviamo che la C^'*'* di un punto arbitrario possiede un punto 
(2i— l)-plo nel punto base i-plo del fascio F,j. Il gruppo delle 2i-l tangenti a 
Qt»-* jQ questo medesimo punto, sarà fornito dall'equazione : 



= 



w. 



dUi 



du, 



dVi dVi 



VV^ t/I*J VVi . 



dXi 



'dcOi 



dUi dU{ 

dUf , dut 



X, 



dVi 



dVi 









ossia da: 



= 



OB, 


X, 


X 


y» 


Vi 





dUj 

dVj 
dx^ 



dUj 

axj 

dVi 



a Fra le 2i-l tangenti di C**"* nel punto base i-plo, 2i-2 sono indipen- 
denti dal punto P, e coincidono coi raggi doppi delVinvoluzione generala dalle 
tangenti delle curve di F^ nel punto i-plo ; la rimanente coincide con la retta 
che da questo punto va al punto P ». 

11. Ciò premesso, se consideriamo le C**"* corrispondenti a due punti arbi- 
trari P e Q, esse s'incontreranno in (2n~1)' punti, e cioè : negli n'^—i^ punti base 
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semplici di F„ : nei 2(n-l) punti di contatto della retta PQ con curve di F^: in 
(2i— l)*+?(i-l) punti cumulati nel punto base i-plo di F„: negli j punti (diversi 
dal precedente) che sono doppi per altrettante curve di F,^. Abbiamo dunque : 

j-(2n-l)Mn-MV2(n-lM2i--l)2-2(iM) -= 3(n-l)«-(i-l)(3i+l). 

Il punto base i-plo , equivale dunque a (i— l)(3*-i-l) punti doppi del fascio, 
com' è noto. 

12. Prendiamo ora a considerare un fascio A„ di superOcìc dell' ordine n , 
aventi a comune un punto t-plo ordinano ; i coni tangenti in questo punto alle 
diverse superficie di A„ formino un fascio di coni generale dell'ordine i. 

Preso il vertice (1000) del tetraedro fondamentale nel punto i-plo, riscontrasi, 
come al n'* IO, che la S^"~* di un punto P(y,y22/32/4) possiede un punto (-21— l)plo 
in (1000); e che l'equazione del relativo cono tangente in questo punto può met- 
tersi sotto la forma : 



^2 



00. 



(XÌL 



dUf 






Vt Vz Va 
quando si continui a rappresentare con 



dxs 






= 0, 



A„ = U„ + XV, = 

l'equazione del fascio, e con u^^ v^ , i coefficienti della più alta potenza di x^ in 
U„, V„, ecc. 

Abbiamo dunque che : 

« Il cono tangente alla S*'*"' in un punto B, i-plo per tutte le superficie di 
A,j colutene la retta che va da questo punto al punto P, e le 3(i— I)* rette dop- 
pie del fascio dei coni tangenti alle superficie di A,^ in quel punto )). 

I tre coni tan|?enti in B alle superficie S^**"' relative a tre punti arbitrari 
dello spazio (non situati in linea retta) avranno dunque a comune queste 3(i-l)* 
generatrici; e non avranno, in generale, nessun' altra {generatrice a comune. 

13. Chiamiamo S,. 82,83 le superficie S*""^ relative a tre punti arbitrari dello 
spazio V^ PjPj non situati in linea retta. Dei (2n— 1)^ punti d'intersezione di queste 
tre superficie, un certo numero sono assorbiti dalla curva C***, base di A„ ; i ri- 
manenti costituiscono il gruppo dei 3(n-1)* punti di contatto del piano P^ P^P., con 
altrettante superficie di A^^ , e il gruppo degli j punti che sono doppi per super- 
ficie di An (V. n** 6). La conoscenza di quest* ultimo numero risulterà dunque da 

quella delV Equivalenza della curva C^', dotata di un punto multiplo secondo't^ in 
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B , rispetto alle tre superficie S, , S2 , S3 che la contengono semplicemente , ed 
hanno in B un punto multiplo secondo 2i— 1. 

Nel determinare questa equivalenza, come ora facciamo, dovremo tener conto 
del fatto che i coni tangenti in B, alle superficie S^ S^ S3 hanno 3(i— 1)* genera- 
trici comuni. A questo scopo arriviamo con un noto procedimento (*). Conside- 
riamo la superficie S*^""', luogo di un punto tale che i suoi piani polari rispetto 
alle due superficie S, , Sj , si incontrano sopra una retta arbitraria l (••). Questa 
superficie dell'ordine 4(?i— 1), possiede in B un punto multiplo secondo 4(i-l) (***); 
essa incontrerà intanto la curva C** in 4i*(i-l) punti riuniti in B. La curva C"* es- 
sendo una parte dell'in tersezioue di 8^,82. sarà incontrata dalla superficie 8*^""*^ 
anche nei p punti (diversi tutti dal punto B) nei quali le tangenti a C** incon- 
trano la retta arbitraria / ; e nei t punti (pure diversi da B) nei quali la curva 
C** è incontrata dalla curva C"*^"*"'*'', altra parte delVintersezione di S^ , 82 ; per- 
chè questi I punti sono punti di contatto fra le due superficie S^Sj. Avremo quindi 

in\n - 1 ) = 4i*(i - 1) + p + T. 

Ora il numero p è noto per essere equivalente al rango della curva C^, interse- 
zione completa di due superficie deirordine n aventi un punto i-plo a comune (•••*) 
e noi abbiamo : 



laonde deduciamo : 



P = 2n*(n-l)-2i2(ì-l): 
T = 2n2(n- l)-2?(i-i). 



(*) Crenw)na. loc. cit §§ 120121. 

(•*) Cremona, ivi § 119. 

(**•) Cremona, ivi § 119. La superficie S*^**"*) può considerarsi come la laco- 
biana di S| , 82 e di due piani arbitrari passanti per L In un mio lavoro a sulle sin- 
golariià della lacohiana nei punti e nelle curve multiple delle superficie che la indivi- 

duano » ho dato Teqnazione del cono tangente alla S * ^ relativa a due superfic: 



le 

qualunque S * , 8 ^ aventi un punto A;|-plo , rispettivamente /Cj-plo a comune. Que- 
sto cono, deirordine k|iA;2-2 non tocca in generale nessuno dei rami dell' interse- 

V V 

zione di S ', 8 * c^e passano per quel punto. 

Cosi è tolto il dubbio che le intersezioni della C"* con la S*("""*\ che nel caso 

attuale sono adsorbite in 6, abbiano da subire degli aumenti straordinari per effetto 
di contatti, ecc. ecc. 

(•♦*•) Cremona, ivi § 119. 
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14. Se ora consideriamo anche la terza superìlcie S, , questa incontrerà la 
curva C»'**-*'»+* in (2n-l)|3/i2-4n+l ! punti, cioè: 

r) Nei T punti trovati precedentemente, perchè sono comuni alle due curve 

2») In altri 

(2i - l)(3i2 - 4i +1) + 3(i - 1)» 

punti cumulati in B ; del che è facile persuaderci osservando che il punto B è mul - 
tiplo secondo 3i*--4i+l = (2i-l)*-i^ per la curva 0'"*"**+*, la quale ha inoltre 
Sri - 1)^ rami tangenti ad altrettante generatrici del cono tangente ad S3 in B 
(V. numeri 12 e 13). 

3®) Nei punti che sono comuni a tutte e tre le superficie Si , Sj , S3 , senza 
essere assorbiti né dalla loro curva comune G*^', né dal loro punto multiplo comune 
B. Questi a punti costituiranno, per quanto si è detto, il gruppo dei punti doppi 
propri, e dei punti di contatto col piano V^ P^ P3 , delie superficie di k^* Ed ab- 
biamo pertanto : 

= (n - l)M4n - 1) - (i - 1 )2 (4i -»- 2). . 

Sottraendo da il numero 3(n-t)*, troviamo il numero delle superficie di A,» 
dotate di un punto doppio, cioè : 

i = 4(n-l)»-(i-l)*(4i + 2). 

(( Un punto ì'plo comune a tutte le superficie di un fascio, equivale a 

(i-l)M«H-2) 

punii del gruppo jacobiano del fascio ». 

Lucca, Dicembre 1884. 
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SULLE OTJiaVE 
r** cos m6 = a** 

DI 

A. B A S S A N I. 



1. Le curve rappresentate in coordinate polari dalVequazione 
(1) r^cosm6 = a'^ 

furono soggetto di studio e di ricerche interessanti ai più valenti geometri ed ana- 
listi, e la loro teoria meriterebbe certo di essere svolta completamente ed esposta 
ai cultori delle scienze geometriche con quei lumi, che hanno guidato i nostri sommi 
a parlarne diffusamente in più Memorie staccate e pubblicate or qua or là sui più 
accreditati giornali del mondo scientìfico. Il sig. Hate n de la Goupillière pubblicò 
nei Nouv. An. de Mathém. del 1876 una Nota riassuntiva delle principali proprietà 
di queste curve, limitandosi a citare, per alcuni teoremi, le fonti, dove si trovano 
le dimostrazioni , e per gli altri lasciando un beir esercizio ai cultori della Geo- 
metria. 

Ignoro che altri si sia occupato pubblicamente, dopo di lui, dello stesso sog- 
getto, ond' io, lontano dal presumere che i miei studi mi possano portare a fornir 
l'opera, come sì converrebbe, presento ai chiarissimi lettori di questo accreditato 
giornale una esposizione coordinata ed arricchita delie molte ed attendibili pro- 
prietà di queste curve, non mancando di ricordare, volta a volta, gli egregi au- 
tori di quei teoremi , che scaturiranno mano mano da uno studio analitico della 
curva. 

La (1), laddove si faccia n^^-m^ si può scrivere 



r» = 



o"cosn6 



ed il numero m sarà chiamato l'ordine della curva. 

Fra le curve, le più studiate, che figurano neirequazione (1) abbiamo : 

Per m = - 1 cerchio ; per m = 1 linea retta ; per m = - 2 lemniscata di B e r- 

noulli ; per in=2 iperbole equilatera; per m=0 spirale logaritmica; per m^r 
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parabola : per m = - - epicicloide ; per m = caustica per riflessione della para- 
boia, quando i raggi sono perpendicolari all'asse ; per m = - - luogo dei vertici 

o 

delle parabole aventi lo stesso fuoco e tangenti ad un cerchio , che passa per 
questo fuoco; per m=5 inviluppo* delle perpendicolari ai raggi vettori dell' iper- 

2 
bole equilatera; per m=-r luogo delle proiezioni del centro sulle tangenti alla 

lemniscata; etc. 

Proprietà geometriche delle curve. 

2. Dairequazione (1) si ricava, in grazia delle note relazioni fra le coordinate 
polari e le rettangolari, 

,^, a cos 6 a sen 6 
(2) a? = — j , !f = — Y 

cos "* mO cos"* mO 

e derivando 

_ asen(m — l)OdO _ a cos (m — 1)0 dO 
(o) (XX — ì , dy — T ' • 

cos "'mO cos ™mO 

Dividendo le due ultime membro a membro 

^ = cotg(m^l)0, 

ed, indicando con 9 Tangolo che la tangente forma con Tasse positivo, 

(4) tang 9 = cotg (m - 1) , 
da cui 

(5) 9 = |-(m-l)0. 

Se indichiamo con |a Tangolo della normale in un punto della curva col raggio 
vettore, in causa della relazione 9 = ^ + — |jl, abbiamo 

(6) tJi = mO 
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Tale dire : Vangalo della normale col raggio vellore è uguale ad m volle Vincli- 
nazione di questo suWassc polare. 

Ora, indicando con 6 e 6' (6' > 6) gli angoli polari di due raggi vettori r ed 
r', con a ed a' ^li angoli cbe questi raggi formano con le tangenti rispettive e 
con y l'angolo delle due tangenti fra loro, abbiamo, in grazia della formola (6) es- 
sendo a = - - Il 

per cui 

Tc - 2/ = 2ic - (0' - 6) - a' - (ti - a) , 

dalle quali si ricava 

j, = (l-m)(6'-6) 

vale dire : {e langenli alUeslremilà di due raggi vetlori qualunque si segano soUo 
un angolo y che è eguale ad I — m volle Vangelo di quesli raggi, (Barbier e 
Lucas Nouv. An. V serie t. V p. 21). 

Non è che un corollario della proposizione suddetta il seguente teorema, che 
Frenet dimostra nei suoi Ecoercices de Calcul Infiuilèsimat : 

Vangolo delle langenli condoile alleslremiià di una corda, che passa per il 
polo, è costante. 

3. Dairequazione (S) si ha differenziando 

df = (1 — m) dft 

e quindi, indicando con N la normale, con p il raggio di curvatura della curva (1) 
t con ds Telemento d'arco, siccome 

d8 NdO 
^ "■ d(p. "" d(p ' 

si ricava 

N 



0) p = 



!-m' 



cbe offre il teorema : Il raggio di curvatura è eguale alla frazione —— deUa 

normale. (Haton de la GoupiUière, Tbèse p. 34). 

Addizionando le (3) dopo averle innalzate al quadrato, si ricava 

. ad^ 

(8) ^""~^ 

cos ■• mO 
VOI. XXIV. 4 
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da cui 

cos *• m6 
Differenziamo la (9) rapporto a ed avremo 

— - = (m + 1) tangmJ d6. 
Se si differenzia la (7) rapporto a si trova parimenti, in grasia della (S) 

d9 ^ "(I-m)* d9 

dN 
e sostituendo per - - il valore dato dall'equazione superiore 

e da qui il teorema : La perpendicolare al raggio vellore^ condotta dal centro di 

curvatura, ha un rapporto costante col raggio di curvatura della corrispondente 

sviluppata. 

Dalle equazioni (1) e (6) si ricava, sostituendo, il teorema: 

La proiezione del raggio vettore suUa normale è proporzionale atta pofen^^a 

1 - m del raggio vettore stesso. 

Se si confrontano le equazioni (S) e (8) si ottiene facilmente 

(Il) P = wr = T — Z.^^^ ^^ 

Off 1 — m 

ossia, per le (1) e (6) 



(12) pcosjji = ^ 



r_ 
m 



la quale offre il teorema : 

La proiezione del raggio di curvatura sul raggio vettore sta a questo raggio 
vettore in un rapporto costante. (A. Serret Journal de Liouville t. TU). 

Pertanto se indichiamo con r, il raggio vettore della cur^a descritta dalla 
proiezione del centro di curvatura sul raggio vettore r, avremo la nuova relazione 

m 
m— 1 

vale a dire: la curva derivata è simile alla primitiva nel rapporto costante di — --• 
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Se neirequazione (12) si moltiplicano ambo i lati per 2 e si osserva che 2pcos|ji 
non è altro che la corda che il cerchio osculatore intercetta sul raggio vettore , 
si ha che : 

Il cerchio osculatore in un punto della curva intercetta sul raggio vellore 

2 
lina corda^ che ha con questo raggio il rapporto costante —— (Macia uri n. 

Traile des flttxions, chap. li). 

Due altre proprietà interessanti della nostra curva sono date dagli enunciati 
seguenti : 

La proiezione mi raggio vettore della perpendicolare condotta dal polo sulla 
tangente alla curva é inversamente proporzionale alla potenza Sm-1 del raggio 
mederimo. 

Infatti, indicando con q la proiezione della perpendicolare sul raggio vettore, 
si ha 

fl = rcos*jji 
6, sostituendo a cos[jl il valore ricavato dalle (1) e (6) , 

L'altra proprietà si ottiene facilmente dal confironto delle due equazioni (1) e 
(11), dalle quali si ricava 



'=Téi;i(-J 



▼ale dire: Il raggio di curvatura è proporzionale alla potenza m+1 del raggio 
vettore. 

In particolare, per tn = 0, si ha che a nella spirale logaritmica il raggio di 
curvatura è proporzionale al raggio vettore ». (Serret. Galcul inflnites. p. 501). 

4. Il sig. Allegret C) ha dimostrato che la curva (1) è la più generale che 
goda della proprietà enunciata dal teorema di Haclaurin, ed io mi limiterò a 
dimostrare, per quel che segue, che la medesima curva è anche la più generale, 
elle soddisfi alla condizione imposta dal teorema precedente. 

Indicando con p il raggio di curvatura della curva che soddisfa alla condizione 
▼olata dal citato teorema, con r il suo raggio vettore e con 6 e |ji rangole polare 
e rangole della normale col raggio vettore, abbiamo 

ds 
P^dO-djJi' 



O Nouv. Ànnales 2* Serie t. XI p. 162. 
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Ha se, in grazia delle note relazioni 

rdfi (ir 

si elimina d$ e di dalla precedente equazione, si trova 

rdr rdr _r**^ 

""cosj/tir — rsen|JLd[jL'~'d-rcosii.~' fc ' 

da cui 

, kdr 

d-r cospi = -jp 

ed integrando 

r'"cos[ji = 



I -m' 



equazione della curva cercata, la quale evidentemente è della stessa forma della 
(I), laddove si faccia iiL = m6. 

5. Rettificazioke (•}. Si può ottenere la rettifica della curva (i) dalla integra- 
zione della (8), la quale può prendere la forma 



'4 ' 

m cos ** tu 



Infatti integrando per parti, con la condizione che Torìgine degli archi sia in 
un punto, per il quale \k = 0, si ricava 

cos** II. / cos* (t 

-i 

ossia, in causa deirequazione r = a cos"" pi 

(14) s = rsen[JL-L'' ' ^ 



1 — m /• dik 
I cos"* I 



(•) I. A. Serret (Journal de Liouville 1* serie t. VII p. 116) ha notato una 
interessantissima proprietà delle nostre curve, che consiste nel rappresentare, in nn 
gran numero di casi, gli integrali euleriani di seconda specie. Il lettore per una pre- 
cisa informazione di qnesta parte dell* analisi può anche consultare una Memoria di 
W. Roherts (Journal Liouville t. XII p. 447) e naa Nota del sìg. A 11 e gr et (An.' 
de l'Ècole Normale 2 sejie t. IL p. 149). 



Digitized by 



Google 



)( 29 )( 
Sia ora 



1 — am 



m 



Tequazione di una curva di ordine :| — x— e diciamo punti associati delle due cur- 
ve di ordine m ed . ^ quelli, pei quali il rapporto degli angoli polari 9 e 6' è 

costante ed eguale ad 1 ~ ?m. 

Allora , siccome ne viene che gli angoli pi e (i' « corrispondenti ai valori e 
V degli angoli polari, sieno eguali, avremo che 



ì — ^m /• adpi 



m 



f cos**""* 



rappresenterà 1* integrale dell* arco di questa seconda curva. Pertanto designando 
con degli apici corrispondenti al grado rispettivo i rispettivi archi delle due curve, 
limitati, a partire da un vertice comune, fra punti associati , potremo scrivere in 
luogo della (14) 

(15) ^^""T~g^^« =^m8en \k 

vale dire : La differenza fra Varco di curva di ordine m e la porzione _ 

delVarco di curva di ordine - — — è costanlemenle rettificabile ed eguale in 

lunghezza alla proiezione del raggio vettore della prima curva sulla tangente 
aWestrenio delVarco ; t detti archi essendo contati^ a partire da un vertice co- 
mune j fimo a punti associati. 

A.PPLICAZI09I. — Per ms=2 la formola (IS) ci dà 

(16) »-j = 3 (8, - fj sen pi) 

a 

vale dire : Se due curve sono rappresentate dalle equazioni 
(a) r*cos26 = a« 

^ l ^ 
(P) r» = a»cos^6 

la lunghezza di un arco della seconda curva è eguale a tre volte la differenza 
fra Varco corrisp^mdente della prima e la proiezione suUa tangente del raggio 
vettore che limita quest'arco. 
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Se nella forinola (16) si fa aumentare Tangolo |ji fino a ^ , allora , siccome , 

al limite, r si confonde con l' assintoto all' iperbole, si vede chiaramente come si 

ricavi dalla proposizione precedente il teorema di Roberta, che Frenet dimo* 

stra nei suoi Exerdces dCanalyse : 

Se due curve sono rappresentate dalle equazioni (a) e (p) la lunghezza totale 

della seconda è eguale a sei voUe la differenza fra Varco infinito della prima 

ed il suo osstnto^o. 

1 fn 

2' Per m = 5 si ha ^^ = l e quindi 

«t = 28| + r4senjii , 

8 I 

che è r arco rettificato della caustica per riflessione della parabola • perchè S| è 
una linea retta. 

6. La formola (15) può essere generalizzata nel modo seguente : 
Si applichi alla curva di ordine . _^ lo stesso processo adoperato per la 
rettifica della curva di ordine m e si troverà 

l-3m 



e cosi di seguito 



ed in generale 






l-5w 
g m -r—^^ - =r_a^sen|A 



l-(2n- l)m 
«_a_ 1 ^ 2nm ^ «» =r ^ senti. 

L'equazione (IS) combinata con queste ultime si riduce alla forma 

I-m i-3m 1 -5m l-(2n-l)m 

^* 1 - 2m 1 - 4m 1 - 6m • • • 1 - 2nm 

I-m l-3m 



r . 1-»» . 1 



-2m l-4m 'j^ 



, i-m l-(2n-3)m 1 

+T^ ■ • • t-2(n-l)m '7=!^ ''° •"• 

La formola è vera per tutti i valori intieri di n > 1. 
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Ora per dare una più chiara interpretazione alla formula di sopra basta ri- 
chiamare una proprietà delle curve in questione data dall*enunciato seguente: 

Il luogo deUe proiezioni ortogonali delVorigine sulle tangenti alla curva (1) 
(podaire della curva) è una linea dello slesso gruppo e tale che, se si fa derivare 
da quesCullima una terza e così di seguito^ V equazione deU*n*^>°* sarà anche 

una curva dello stesso gruppo e di ordine r— — (•). (W. Roberts. Journal 

de Liouville 1847). 



(*) Il teorema si può stabilire nella forma segaente : 

Sieno r e 0, fi e 64 le coordinate polari di un punto M della curva data e di 
mi punto corrispondente del luogo cercato ; 9 V angolo che la tangente in M fa con 
Tasse. Si ha 



dalle quali si ricava 

6, = (1 — tN)0 , cosmO = cos j-^^^ 0|. 

X — tu 



m 



Inoltre 
d'onde 



rt = r cosmO , 



(A) fi*"*" cos 0, = a*-*. 

Con lo stesso processo si può dimostrare che se il teorema è vero per n=p esso 
è vero anche per n=:|)+l e quindi resta dimostrato in generale. 

Applicando alla curva (A) il teorema del n^ 4 e designando con B| il suo raggio 
di curvatura, abbiamo 



a{l^m) {r,y' 



ma 



ri = rcosfw9 = r (^) , 
e quindi sostituendo si trova infine 

c il raggio di curvatura della podaire è proporzionale al raggio vettore dell' antipo- 
dure », 
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Pertanto si capisce subito come possa essere modificato renunciato del teorema 
precedentemente dimostrato, il quale entra nella formula di sopra e vi corrisponde 
al caso particolare di n = 2. 

Teoreha. - Quando lordine di una curva compresa nella (1) è espresso me- 
dianle IHnverso di un numero inliero e positivo è sempre possibile delerminare 
una podaire di questa curva tale, che la curva slessa sia rettificabile. 

Abbiamo veduto che si può far dipendere la rettifica di un arco di curva di 
qualsiasi ordine dalla rettifica di una sua podaire qualunque e da una funzione li- 
neare dei raggi vettori delle successive podaire a partire dalla curva data fino a 
quesfultima presa come base della rettifica. Pertanto per dimostrare il teorema 
sarà necessario mostrare che esiste sempre fra le podaire successive di una curva 

di ordine m = - (p numero intero e positivo) una, che è rettificabile. Alio scopo 

dimostro che vi esiste sempre una podaire, che è una linea retta. 

Infatti l'arco dell* n«»°* podaire di una curva di ordine - può essere rappre- 
sentato, seguendo la notazione di sopra, da 

p-n 

e la condizione perchè questo rappresenti una linea retta sarà data dall' egua- 
glianza 

p — n 

da dove si ricava per n 

n = p — 1. 

Cosi la podaire che rende, in ogni caso, rettificabile una curva di ordine - (p nu- 
mero intiero e positivo) è la (p— 1}<»^°» , che corrisponde ad una linea retta. Il 
lettore ricorderà d'aver visto al n^ S che la podaire de la podaire della caustica 
per riflessione della parabola conduce alla rettificazione di questa curva. 

7. Curve derivate. - 0. Bonnet studiando il problema: 

Essendo data una cateìia perfettamente flessibile ed omogenea, ma d'ineguale 
spessore, di cui tulli gli clementi sono sottomessi alVazione di forze centrali in- 
versamente proporzionali alla distanza, trovare la legge secondo la quale deve 
variare lo spessore in ciascun punto e la curva che deve affettare la cateria nello 
stato d'equilibrio f perchè, in questo caso, la tensione varii da un punto alVaUro 
proporzionalmente allo spessore^ o che la catena presenti dappertutto uguale re- 
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mlcnza a rompersi; giunge all'equazione difTerenziale 



tn-^3 






dx = --^^ A_y. 



te^- 



da cui ponendo 



si ha 



(m+.)X = « , (l^±Vo)- * 






(18) du = *** 



11 clìiar. autore osserva poi che, se sì fa ruotare sovra una linea retta la curva 
definita dall'equazione (1), il polo descriverà una curva compresa nella (18) (*). 



(*) Infatti si prenda la retta per asse delle x e sieno r e le coordinate polari 
del punto, in cui la curva tocca la retta, ed x ^yìe coordinate rettangolari del punto 
descrivente, avremo 

dx rM rdO 



-jr = -:77 » y = *' 



dy dr ' ^dr^ + r^dh*' 

Eliminando ed r fra le due equazioni superiori e l'equazione (1) della curva 
generatrice, si trova 

(19) '^ = [(«)"" -^] '^^ 

equazione del luogo cercato. 

È interessante osservare, per quel che segue, che « nella equaeione (19) il rag- 
gio di curvatura ha un rapporto costante cól raggio vettore della curva generatrice 
i"*cosmO =a'" ». 

Indicando con B^ la curvatura, con da Telemento d'arco di questa curva si ha 



do = ^]dx 



* + rf|^^ = (l~fn)-^ri+™ Idr, 



VOL. XXIV. 



Digitized by 



Google 



)( 34 )( 

Ignoro che altri abbia osservato insino a qui la presente proprietà delle 
curve (1) : 

Se 81 sviluppa sovra una linea rella la curva rapprescnlala dalVequ^azione 
(1), il luogo geometrico dei centri di curvatura di questa curva, dopo lo svi- 
luppo j è dalo dall'equazione (18) ; i raggi di curvatura rimanendo perpendico- 
lari agli elementi rispettivi. 

Riferiamo la curva ad un sistema di assi rettangolari , in modo che Y asse 
delle X coincida con la retta data e Torigine sia nel punto di contatto al princi 
pio dello sviluppo ; per i dati della questione avremo 

a? = 8 , 2/ = p. 

Differenziando le due equazioni rapporto allo stesso angolo 9, si trova 

dy^^9i 

ed in causa della (10) 

Dall'equazione (H) si ricava 

(a \m+i 



e, laddove si designi con 9^ l'angolo che la tangente in un punto della (19) forma 
con Tasse delle x, abbiamo 

^ = tangcpj5 = -— =r-tang«n& , 
da cui si ottiene la relazione angolare 

Inoltre dalla relazione -r- = r- si ricava 

dy dr 

e quindi, sostituendo per dr il valore trovato 

(20) E, = ^ = ?Llli^. 

d<P2 m 
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ed in seguito 



W-my/ 



tangm9 = « ^ . 

ì—my/ 
Sostituendo nella (20) il valore trovato per tangmO e riducendo, si ha 

(?2) ulk.da>=-—^M= 

equazione integrabile se è un intiero ed identica alla (18), laddove si faccia 

(l+»n)ac = u, (1— m)t/ = t?. 

Jtm 1 

Casi particolari. - 1* Per r= - 1 si ha m = ~7; e la (18) dà una cicloide 

e la (1) il luogo dei vertici delle parabole aventi lo stesso fuoco e tangenti ad un 
cerchio, che passa per questo fuoco. 

2** Per r = ^4> ossia m= - -, la (18) dà una curva elastica rettango- 

lare e la (1) la podaire del centro della lemniscata. 

3® Per r = -2, ossia m = -r. , la (18) dà una conica e la (1) una epi- 

m+ 1 2 

cicloide. Così resta dimostrato il teorema di Ri coati: 

Se si sviluppa Vepidcloide sulla langenla al suo veriice, il luogo dd centri 
di curvatura^ dopo lo sviluppo^ è una conica. (Aoust. Anaìyse des courbes 
planes, p. 99). 

8. Le curvo rappresentate dairequazione (22). o più semplicemente dalla 

dWr- ^ 



1 i^- 

godono di proprietà assai notevoli, parte delle quali sono state dedotte da 0. B en- 
ne t generalizzando le proprietà della cicloide. 

Il prof. Aoust {Anaìyse des courbes planes p. 34) studia la curva in que- 

m 
stione pel caso, in cui r è eguale air inverso di un numero intiero negativo 
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e dimostra che , indicando con questo numero il grado della curva e chiamando 
punti corrispondenti delle varie curve quelli pei quali le tangenti sono parallele, 
« Varco Sp della curva di ordine p«8»nio (pari o impari) è una funzione lineare 
dei raggi di curvatura condoUi nei punti corrispondenti della serie di curve di 
ordine pari od impari ; Vascissa è .sempre eguale alla proiezione della normale 
sull'asse delle x ; Vordinata di una curva è eguale alV arco di curva di ordine 
immediatamente inferiore ». 

Si può dimostrare delle medesime curve che « la rettificazione di due curve, 
Vuna di ordine pari e l'altra di ordine impari, conduce alla rettifica di tutte le 
curve d'ordine inferiore ». 

9. Dal confronto delle equazioni (17) e (21) si ricava 

(23) ; 

* = — --L 

r R, R, 

dalle quali si ha un mezzo facile per costruire i raggi di curvatura della podairo 
e della roulette del centro della curva (1). 

Dalla prima delle (23) per mezzo delle relazioni angolari 

92 = Rie — mO 

dove c(9| e d(p2 sarebbero rispettivamente gli angoli di contingenza della podairo 
e della roulette, si ottiene differenziando 



^-'=(2^) ^*'' 



la quale, divisa per la prima delle (23) fatta quadrato, dà 

che offre il teorema : il rapporto dei quadrati dei raggi di cui^vatura della pò- 
daire e della ruolette del centro di una curva r^ cos m6=a"* è eguale al rapporto 
dei raggi di curvatura delle rispettive sviluppate. 

10. Sviluppate. - Indicando p' il raggio di curvatura della sviluppata della (1), 
abbiamo dairequazione (10) 

p'=r tangmO. 
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Inoltre dalla relazione angolare (5) si ricava 

il qual valore, sostituito nella (11), dà 

a -2±l m /Tt \ 

^ 1 - m m - 1 \2 ^/ 

Quindi si ha per p' 

m /tc \ 
a sen V ó ~ ? ) 

P "(I-m)* |+:!l±i 



01 fTl 
COS 

m- 



Ora l'angolo che il raggio di curvatura p fa con l'asse fisso essendo ^o » s* ha 

• 9o = ?+| 



e quindi 



m 
a sen j cpn 



(I-m)* ,+«H-i 

tale è l'equazione naturale della sviluppata. 
In particolare per m = —^ 

, 2 1 

P =9ascng?o 

e se ne inferisce : la sviluppata di ima epicicloide è una curva simile. 

1 1 . livviLVPPi. - Teorema. LHnviluppo di tulli i circoli descrilli sui raggi vet- 
tori della curva (I), come diametri, è una curva dello stesso gruppo e di or- 

.. m 

dine -; — . 

1 — m 

Se indichiamo con 5 il raggio vettore e con i Tangolo che questo raggio forma 

con Tasse fisso, abbiamo per tutti i cerchi 1 equazione polare 



(24) 8=:rcos(0-i) 
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e sostituendo per r il valore ricavato dall* equazione della curva (1) e sviluppando 
il coseno 



= — ^ — cosi + — i — seni. 



a cos . a sen 
— j — cosi + — i — 

cos**mO cos^^mO 

Differenziando rispetto alla variabile 6 

^ «a sen (m- 1)0 acos(m — 1)ft 

= ^-^^ — ^cosi + ^^ — j seni 



d*onde 



cos "*mO cos ^*m6 

tangi = - tang(m —1)0 



e quindi 
(25) i = (l-m)0. 

Sostituendo questo valore nella (24), si ricava 

3 = r cos mO 

e la relazione (25) e quest'ultima mostrano a sufficienza che il luogo cercato non 
è altro che la podaire della curva (1), che appunto appartiene allo stesso gruppo 

ed è di ordine -. , come si è visto altrove. 

Se ne ricava la proposizione : 

Se siano condolle le perpendicolari dal polo sulle iangenli alla [curva (1) , 
i cerchi descriili su queste perpendicolari, come diamelri^ inviluppano la podaire 
della podaire della curva proposta. 

OssERVAzionE. Un procedimento tutt'afTatto eguale a quello impiegato per la di- 
mostrazione del precedente teorema ci conduce a dimostrare che Vinviluppo dei 
cerchi^ che hanno il centro sulla curva (1) e passano per ti polo è una curva 
simile alla podaire della slessa curva. 

Ma evidentemente questo secondo inviluppo non è altro che la roulette de- 
scritta dal polo quando la curva (1) ruota sovra se stessa , e cosi abbiamo una 
nuova ed elegante proprietà delle nostre curve facile a dirsi. 

12. A?iTicAusTicA E CAUSTICA PER RIFLESSIONE. - Sc uua curva iumiuosa proietta la 
luce tangenzialmente ai suoi clementi, diremo caustica per riflessione la curva in- 
viluppo di tutti i raggi luminosi riflessi da una curva data. 1 calcoli che menano 
airequazione della caustica si sempliGcano d^assai nel caso, in cui la curva lumi- 
nosa si riduce ad un punto. Allora , in grazia d' un' elegante proprietà della cau- 
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stica, coinunicata la prima volta dal sig. Quetelet nelle Memoires de FAcadeniic 
royale des Sciences de Belgique, vale a dire « che si può riguardare questa curva 
corno la sviluppata delV inviluppo dei cerchi passanti per il punto luminoso ed 
aventi il centro nei punti dHncidenza della curva riflettente » , sì può ricavare 
Tequazione della caustica cercando la sviluppata dell'inviluppo suddetto, che diremo 
perciò Tanticaustica per riflessione. 

Ma ora risulta da quanto si dimostrò precedentemente che Tanticaustica altro 
non è se non la roulette descritta dal punto luminoso , quando si fa ruotare la 
curva riflettente sopra se stessa ; di maniera che : V anticaustica per riflessione 
della curva (1) , per rapporto ad un punto luminoso situalo nel polo , è una 

curva dello slesso gruppo è di ordine _ . 

13. Teoreoa. Il luogo dei piedi delle normali alla curva (1) è de finito dal- 
V equazione in coordinale polari 



a sen m 



r,= 



{''-d 



t- 1 

cos m 



(«.-» 



Abbiamo infatti, indicando con r, e 0, le coordinate polari del luogo riferito 
allo stesso polo ed allo stesso asse, 

r^sNsenmO , 6^ = + -, 

dalle quali, se si esprime N e 6 in funzione di O4 , si trovai* equazione superiore. 

La curva, che noi studiamo, è, come si vede, il luogo dei centri istantanei di 
accelerazione normale per una retta che si muove in modo che una delle sue estre- 
mità passi costantemente per il polo, mentre Taltra estremità descrive la curva (1). 

Pertanto abbiamo, come caso particolare per m=1, il teorema: 

Se una rella si muove in modo che una delle sue eslreìiiità descriva una 
retta e passi costantemente per un punto fisso del piano , il luogo dei centri 
istantanei è una parabola simmetrica per rapporto alla perpendicolare abbassata 
4a svila reità direttrice del movimento. 

14. Teoresa. Le perpendicolari condotte alVestremità dei raggi vettori d'una 
curva (1) inviluppano una curva dello stesso gruppo e tale che se si fa derivare 
da ques eultimo una terza e cosi di seguito, l'equazione della p«»»°»* curva sarà 

anche una curva dello stesso gruppo e di ordine-^ -. 

^ *^^ 1 + pm 

La dimostrazione del teorema precedente si riferisce al problema inverso delle 
podaires , che non è che un caso particolare del problema più generale, nel quale 
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si cerca l'inviluppo di un lalo di un angolo costante , di cui il vertice si muove 
sovra una curva (direttrice) e Vallro lalo inviluppa una curva data. 

Pel caso speciale che si considera l'angolo costante è di 90^ e un lato è nella 
direzione del raggio vettore alla curva direttrice. Tralascio, per ora, di occuparmi 
di questo argomento, sul quale ritornerò, in via molto più generale, con una mia 
prossima Nota. 

In particolare la parabola è Vinviluppo d'un lalo di un angolo costante, di 
cui il vertice percorre una linea retta e V altro lato passa per un punto fisso 
del piano. 

Proprietà cinematiche. 

1 Una curva, nel piano, può essere determinata completamente o per mezzo 
di una o più relazioni fra i suoi elementi geometrici, il raggio di curvatura, Tan- 
golo di contingenza etc. o (considerando la curva come la traiettoria di un punto) 
per mezzo di uno o più equazioni, che stabiliscono la dipendenza fra gli elementi 
geometrici di essa e gli elementi cinematici del punto, come sarebbe la velocità, 
Faccelerazione, la velocità angolare della deviazione etc. Habìk chiama queste ul- 
time equazioni col nome di equazioni caratteristiche della traiettoria. Dna o due 
equazioni caratteristiche sono sufficienti , in generale , per determinare completa- 
mente e il movimento e la traiettoria. Cosi p. e* prendiamo a considerare il caso, 
in cui Faccelerazione è proporzionale alla potenza 2n — 3 del raggio vettore 

(1) F = -.(n-l)r«-» 

e sia <jliretta costantemente verso un centro fisso. 

Allora, siccome sappiamo anche che Taccelerazione è direttamente proporzio- 
nale al ;cubo della velocità , al raggio vettore e inversamente proporzionale alla 
curvatura della traiettoria, abbiamo Taltra equazione 







dalle quali due si ricava 




(2) 


v' = k{i-n)( 



che é Tcquazione caratteristica della traiettoria richiesta. 
Dalla (1) si ha integrando 

V = cr***' 
dove e è la costante dlntegrazione. 
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Sostituendo nella (?) per v il suo nuovo valore, si ricava 

(3) P = '^ 



k{\ -71) 



equazione della traiettoria. 

Pertanto l'equazione (3), ossia r"costiO -a**, (Vedi 1* parte n® 4) è la curva 
descrilla soUo Vazione d'una forza centrale proporzionale alla potenza 2n— 3 det 
raggio vettore. (Maclaurìn Pfail. Trans, p. 809). 

La velocilà varia come la potenza n — 1 dello stesso raggio y e la forza cen- 

V* 

tripeta — come la potenza n — 3. 

o 

In particolare se supponiamo ?i = ^ la traiettoria è una curva di sesto grado 

descritta da un mobile secondo la legge delle aree e sollecitato da una forza co- 
stante. 

Cosi la logaritmica è una curva che può esser descritta sotto Vazione di una 
forza centrale inversamente proporzionale al cubo della distanza. 

2. Braciiistocroiva. Sì sa che , in generale , una traiettoria libera per un dato 
sistema di forze è una brachistocrona per delle forze, di cui il potenziale è deter-* 
minato dalla con'dizione , che la velocità nella traiettoria libera sia inversamente 
proporzionale a quella nella brachistocrona nello stesso punto ; F azione neir una 
essendo proporzionale al tempo per un arco qualunque nell'altra. 

Cosi, per il caso che ora stiamo studiando, la traiettoria (3) sarà una brachi- 
stocrona per una forza centrale, che è definita dalla relazione 



V'=: 



1 
.«-I ' 



d'onde si ricava 



F' = . 



cr' 



dr c^ r*«-«' 



Dunque la forza centrale, per la quale la curva (3) è 6rac/iis(oc'ona, è in- 
versamcnte proporzioìiale alla potenza 'Hn-Ì della distanza. (Haton de la Gou- 
pillière). 

L'equazione della traiettoria libera si trova essere 

^n-i ^ ^n-2 ^j^g (^ - 2) (0 - «ol. 

In particolare , la spirale logaritmica è una brachistocrona per una forza 
centrale, per la quale la traiettoria libera è una iperbole equilatera. 

3. Odografo. Se una curva è così definita che ciascun raggio vettore nello 
spazio si mantenga parallelo alla direzione ed eguale in grandezza alla velocità di 

FOL. XXIV. 6 
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un elemento, che descrive una traiettoria qualsiasi , la curva venne chiamata dal 
suo inventore W. R. Hamilton, Todografo corrispondente alla traiettoria. 

Riportandoci al caso di forze centrali, se si indica con r e 0, r' e 6' rispetti- 
vamente le coordinate polari di un punto della traiettoria e del suo odografo, con 
p e p' le perpendicolari condotte dal centro sulle tangenti alle due curve e con 
R il raggio di curvatura delFodografo, abbiamo in grazia del principio dell* aree, 

e dalla formazione delFodografo stesso 

P 

dalla quale, insieme con le due altre 

p =r sena 
p' = r' sen a , 

dove a è l'angolo della tangente col raggio vettore, si ottiene 

dp' p 1 p* dr /i ' 

(I " •■ ^ 
r 

Si sostituisca per F il valore dato dalla (I) e si avrà, pel caso in cui la traiet- 
toria sia la curva (3) 

fi 

Si determini R in funzione del raggio vettore deirodografo ricavato dalla 
e si avrà 

JL.+I 

1 _ n /r' \«-t 



-^(9 



quindi l'odogrofo è ima curva dello slesso gruppo della (3) e di ordine — r-. 

La velocAià nelVodografo è proporzionale alla potenza — 7 del raggio vettore. 

n— 1 
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In particolare , se la traietlòria è un circolo descrillo inlorno ad un punto 
della sua circoiìferenza , V odografo è una parabola descritta intorno al fuoco ; 
la reciproca è anche vera. (Battagli ni. Meccanica Voi. 2** pag. 40). 

Da quanto precede risulta che le uniche curve appartcnenli alla famiglia , 
deUa gitale è queslione nella presente noia, considerate come traietlorie intorno 
ad un cenuro di forza j che ammettono un odografo simile a se, sono la spirale 
logaritmica e Viperbole equilatera. 

Lodografo delVodografo di una curva di ordine n^'^ è una traiettoria si- 
mile alla proposta. 

4. Termino col dimostrare una proprietà meccanica assai rimarcabile della 
curva r"cosnO = a", vale a dire: 

Se ogni elemento dell'arco della nostra curva attrae con una forza inversa- 
mente proporzionale alla (n+1)®**"* potenza della distanza, la direzione dell at- 
trazione risultante di un arco qualunque sopra un elemento al polo bisega Van- 
galo compreso fra i raggi vettori condotti alCestrcmità di quesCarco. 

L'arco considerato ««i estenda daO = aaO = pesì risolva l'attrazione di que- 
st'arco secondo Tasse polare e perpendicolarmente ad esso. Indicando con X ed 
T le due componenti rispettive, avremo 



T 


=/: 


R 


seni 


«0 

de 


X: 


=/: 


R 


ds 
dO 


cosddO. 



ds 
Se si sostituisce per -r il proprio valore ricavato dall'equazione della curva, 

si ha 

r? R 



= ^senOdO 

? K 



_rp K 



cosOdO 



e dividendo membro a membro, previa integrazione, abbiamo 

T _cosa — cosp ?LtJ 

X'senp-sena'^ ^"^ 2 

che dimostra il teorema. 

11 Chiarissimo prof. Battaglini (Meccanica Razionale Voi. 2** p. 200) tratta 
il problema inverso e dimostra che la nostra curva ò la più generale che goda 
della proprietà enunciata dalla proposizione precedente. 
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DELL'INTEGRABILITÀ DI UNA SERIE DI FUNZIONI 



NOTA 



DI 



GIULIO GIULIANI. 



Il prof. Arzelà in una sua nota inserita nel voi. I, fase. Il serie IV dei ren- 
diconti della II. Accademia dei Lincei, dà un teorema sull'integrabilità della scric 
di funzioni, che può anche dimostrarsi più semplicemente nel modo seguente. 

Sia la serie \J{x) = u^{x) + ... + u,^{x) -h R„(a?). dove B,/x) è il resto della serie 
che supporremo converi^ente nell'intervallo (a,ò), nel quale le funzioni w,(a5)...w„{a?)... 
sono atte all'integrazione. Se la serie è convergente in egual grado a traUi in 
generale, fìssati due numeri e, o arbitrariamente piccoli e tolti dall'intervallo (a,6) 
gVintervalli t, ...ip la cui somma è minore di 6, per ogni numero intero m, si 
potrà trovare un numero ?n2_> tw, , ma finito, in modo che, per ogni punto x dcl- 
rintervallo (a, 6), eccettuati quelli che cadono negli intervalli t, ...-p sia per m, 
variabile o no con x, ma compreso tra m^ e tw^ > *" valore assoluto R,a(3C) < a. 

Nel caso che m varii con a;, se m' è il limite superiore dei valori di m(rìV<m^) 
prenderemo m > m' : allora le oscillazioni di R^Cx) in ogni sistema dlntervafiTneì 
quali si può scomporre l'intervallo totale (a , b) sono, ad eccezione di un numero 
finito d'intervalli t, Tj ...Xp la cui somma è inferiore ad e, minori in valore asso- 
luto di 2o. Viceversa, se per m compreso fra due numeri m^ e m^ si ha per tutti 
i punti dell'intervallo considerato, eccettuati tutto al più gl'intervalli in numero 
finito T, T2...Tp e la cui somma è minore di e, che le oscillazioni di R^C^) ^^"^ 
in calore assoluto minori di 2o, perchè la serie è convergente, potremo scegliere 
m^ tale che per m>Jn^ sia R^(£t;,) < o in valore assoluto, con ce, appartenente 
all'intervallo (a, 6) esclusi T|...Tp. E preso un punto x^ infinitamente vicino ad x^ 
si ha in valore assoluto B,^{Xi) — R^C^Cz) < 2o e quindi anche in valore assoluto 
Rm(^a) < ^> e così seguitando per gli altri punti, eccettuati gl'intervalli t, si trova 
che la serie è convergente in egual grado a tratti in generale. Si può quindi enun- 
ciare (Di ni. FondamcnU per la teorica delle funzioni di variabile reale § 186) 

il teorema del prof. Arzelà: affinchè la serie U(x)=Su„(x) diinfinUe funzioni 
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inlegr abili fra a e b , essendo in ogni punto x determinala e minore sempre di 
tm numero L finito^ sia (ra a e b integrabile^ è necessario e sufficiente che essa 
ivi converga in egual grado a (ratti in generale. 

Possiamo ancora aggiungere che: alla serie U(x) = 2u„(x) di infinite funzio- 
ni integrabili tra s, e h, in ogni punto x determinata e minore sempre di un 
numero L finito^ e convergente in egual grado a tratti in generale nelVintervallo 
slesso, è applicabile Uintegrazione termine a termine, e la serie degli integrali 
è convergente in egual grado tra a e b. 

Preso m maggiore del numero m' precedentemente fissato, si ha 

U(aj) = 2 1^^(05) + RJa?) 
dalla quale, poiché 'Rjjx) è atta alUntegrazione definita tra a e 6, 
j U(a?) dx-tj u^(x) dx = f R„(a?) dx. 

J a 1 ; a la 

Se ora scomponiamo l'intervallo (a, 6) negli intervalli 8^ .. 8, in modo che 
ciascuno dei p intervalli nei quali R,rt(2c) è in valore assoluto maggiore di a ma 
finito e la cui somma è minore di s, cada rispettivamente in uno degli intervalli 
8 e se )] è il massimo valore che prende RmC®) ^^S^^ intervall i, si ha 

fb 

j R„i(a7) da? < 6>] + (6 - a - e) 

J a 

e quindi 

rà m fb 

I \}{x) da? — 2 / u^ix) dx < 6>j + (6 - a - e) e 

J a \ì a 

che dimostra la prima parte del teorema. 

Per ogni valore di x compreso neirintervallo (a , 6). abbiamo 

/ U(a5) dx — Z / w^(x) dx < e>i -h (6 - a - e) 

J a i J a 

ossia 

I / Unix) dx < 6)j + (6 — a — s) a 

quindi la serie integrale è convergente in egual grado neirintervallo (a, 6) e il 
numero, a partire dal quale il resto di detta serie si può rendere minore in va- 
lore assoluto di una quantità arbitrariamente piccola per ogni valore della a?, è m'. 

Pisa, Agosto 1885. 
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A PROPOSITO D' UN PROBLEMA SULLE ELICHE 



PER 



ERNESTOCESÀRO 



In questo Giornale^ (voi. XXIII, pag. 222), il sig. Pirondini si A proposto 
di trovare le eliche^ le cui normali principali incontrano una stessa rella^ ed è 
giunto alla soluzione del problema applicando gli abituali metodi di calcolo ad una 
proprietà scoperta direttamente, mercè considerazioni di geometria infinitesimale. 
Ora vogliamo mostrare come si risolve il medesimo problema adoperando le for- 
mole generali, che servono a ricercare le proimcià intime delle linee e delle su- 
perficie. Quando un ente geometrico qualsiasi dev' essere studiato in sé stesso , è 
inutile assumere fuori di esso gli elementi che lo determinano : basta immaginare, 
nell'ente, un sufficiente numero di elementi, o coordinale intrinseche^ che ne de- 
finiscano il modo d'essere, in ciascun punto, lasciando indefinita la posizione che 
Tente stesso occupa nello spazio. Cosi una linea piana si rappresenterà mediante 
la relazione che intercede fra Tarco s ed il raggio di curvatura p. Per una linea 
doppiamente curva occorreranno due relazioni tra l'arco s ed i raggi /?,r, di cur- 
vatura ; ecc. 

Ciò premesso, nel punto M della linea (M), doppiamente curva , si prendano 
come assi la tangente, la binormale e la normale principale, dirette in modo che 
il punto infinitamente vicino M' abbia le coordinate positive. Le coordinate x,y,Zj 
d'un punto qualunque suppongansi date in funzione di s. Se distinguiamo con la 
lettera S gli incrementi infinitesimi, relativi al triedro di vertice M, è facile dimo- 
strare che, nel passaggio al triedro di vertice M', si ha 

+^+f (1) 

Prendiamo, per esempio, sulla normale principale di (M), in M, la distanza MN=i/i, 
e cerchiamo di determinare h in funzione di 8, in modo che la linea (N) sì-a retta. 
Nel caso attuale bisogna porre a;=y=0, z~h, nelle formole (1), e però, chiamato 
K il rapporto delle velocità dei punti N,M, si ha 



Sx _da) . p-z 
ds " ds p * 


òy _dy z 


oz dz 


ds ds r ' 


ds ds 
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.\c segue che i coseni di direzione A,B,C, della tangente a (N), nel punto N, sono 
dilli dalle fornìole 

ILkr^L^ . KB = -'i , RC = ^. (3) 

f) ' r ds ^ 

Ora, perchè (N) sìa una retta, è necessario e sufficiente che siano nulli gli incre- 
menti SA, SB, se, e, per conseguenza, che si abbia 

ds" p ' ds "r * ds \p '^ r )' 

D.nlle prime due condizioni si ricava 



Ne segue subito 



■:rlogR=, •3-log — = :?- ^og— . 

ds ^ h-p ds ^ P ds ^ r 



^''4' i^'^^-ri<- ■ (') 



essendo e una costante. Se sostituiamo nella seconda eguaglianza il valore di /i, 
dato dalla prima, perveniamo alle formole 

,. = -if , K=i, (5, 

T CT' 

nelle quali si è posto, per brevità. 

Resta una terza ed ultima condizione da soddisfare ; ma, in vece sua, è lecito ed 
utile impiegare la relazione (2). 

Proposto ora il problema di ricercare tutte le curve dotate della proprietà in- 
dicata, ed appartenenti, per esempio, alla classe definita dalla relazione 

F(/^,r) = 0, (7) 

si doTrà, tenendo conto di questa relazione, determinare x, con la formola (6), in 
funzione di p , portare il risultato nelle (S) , e sostituire in (2) 1 valori di /i,K,r. 
Si otterrà, integrando, una relazione della forma 

G(^,8) = 0. (8) 

Le uguaglianze (1) ed (8) sono le equazioni inlrinsechc della linea cercata. 



Digitized by 



Google 



)( 48 )( 

Si consideri, inoltre, sulla sviluppabile che ammette (M) per geodetica, la ge- 
neratrice rettilinea che passa per M. Se 9 e sono gli angoli di questa retta con 
la tangente ad (M) e con la retta (N), è noto ed evidente che 

T 

tg? = — , cosO = Acos? + B sen?. 

In virtù delle (3), Tultima formola diventa 

Rco8 = cos9. (9) 

Come esempio di facile applicazione si possono considerare le linee per le quali 

T prende la forma . Si ha, per m = l, la classe delle curve a torsione co- 
fi 

slanle, e per wi=2 quella delle curve a flessione costante. Ma la classe più sem- 
plice che si possa considerare è quella delle eliche. Allora è costante il rapporto 

-, e le formolo (4) mostrano immediatamente che anche K è costante, e che, per 

T 

conseguenza, h vana co7?ie la radice quadrata di r di p. Poniamo 

h = y/op = »Jbr. 
L'equazione (9) dà subito 

^^f hdh 

' V(K*-l)/i*-t-2a/i-(a* + 6'») ' 

Se, in questa relazione, ad h successivamente sostituisconsi yfap e Vbr, si ot- 
tengono le equazioni intrinseche deirelica (M). Se poi vogliamo conoscere la se- 
zione retta del cilindro, sul quale l'elica è tracciata, si sa che bisogna, nell'equa- 
zione fra 8 e f», sostituire a queste variabili rispettivamente e — ^. Ne se- 

^ sentp sen*<p 

gue che Tequazione intrinseca della sezione cercata è 

1 /• . dp 



iV**-')-^^^-' 



conformemente al risultato ottenuto dal sig. Pi rondini. Finalmente, la fonnola 
(9) mostra che 6 è costante : le normali principali delle linee trovate incontrano 
dunque la retta (N) sotto lo stesso angolo. 

Torre Annunziata, 22 Ottobre 1885. 
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ALCUNE MISURE NEGLI IPERSPAZII 



DI 



ERNESTO CESÀRO 



..... foulant à mes piede cet univers vìsible 
je piane en liberté daos les champs du possible. 

Lamabtine. 

1. Il Prof, Pietro Cassani ha pubblicato, in questo Giornale, un lavoro su- 
gli spazii ad n dimensioni. Molto tempo fa, abbiamo redatto un lavoro analogo , ten- 
dente alla volgarizzazione della Geometria ad n dimensioni, basata sulla nozione 
intuitiva degli iperspazio Senza rinunciare a far conoscere, un giorno o Faltro, le 
nostre ricerche, che differiscono alquanto da quelle del Prof. Cassani, e con- 
tengono, inoltre, l'estensione della Geometria elementare di misura agli iperspazi!, 
ci limitiamo ad estrarne alcuni calcoli , che ci saranno utili in prossime ricerche 
di probabiiilà. 

3. Supponendo conosciute le considerazioni del Prof. Cassani, trasportiamoci 
col pensiero nello spazio* lineare ad n dimensioni. Immaginiamo in esso infiniti 
enti, analoghi ai nostri poHedri, e che però diremo poliedrici, perchè limitati da 
spazii lineari ad n— 1 dimensioni. Il più semplice, che chiameremo costantemente 
E„ , è limitato da n+1 enti E,,.,. In generale, il numero N,. degli enti ad r di- 
mensioni, che costituiscono E^^ , è uguale al numero delle combinazioni di n+1 
oggetti, presi r+1 ad r+ì. Si noti la relazione evidente 

la quale, del resto, è vera per ogni ente poliedrico ad n dimensioni, e ci servirà 
come punto di partenza nello studio degli enti poliedrici semi-regolari. In E^^ di- 
remo mediana ogni retta che congiunge un vertice Q al centro di gravità del- 
l'ente E^.i , opposto a Q. le n 4- 1 mediane concorrono in un punto , centro di 
gravità di E^. Inoltre, ogni mediana è divisa dal centro di gravità nel rapporto 
di n ad ì, partendo dal vertice. 

3. Ci proponiamo, conoscendo i lati^ di calcolare le mediane. Rappresentiamo 
i Iati con lettere e , corredate da indici ; ma distinguiamo con lettere a gli n lati 
che passano pel vertice Q , e con lettere 6 gli altri , che sono anche tutti i lati 

VOL. XXIV. 7 
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deirente E,|_, opposto a Q. Yogliamo dimostrare che la mediana X, uscente da Q, 
è data dalla formola 



^'^Z-'-H-.S"- (') 



Ammesso che questa sia vera per gli enti di meno di n dimensioni, dimostre- 
remo che sussiste per E^. Anzitutto, se si applica la (1) a Mie le mediane di E,^, 
osservando che ciascun lato è contato due volte nella categoria dei lati o, ed n— 1 
volte in quella dei Iati 6, si trova, sommando, 

n + 1 



2**=^Z«'- <'> 



Rappresentiamo con lettere \l le n mediane deirente E^.,, opposto a Q, e con 
lettere v le n mediane , uscenti da Q, ed appartenenti agli esseri E^., , che pas- 
sano per Q. Si osservi che le rette a^, pi^, v< formano un triangolo, con vertice 
in Q. La retta X, uscente da Q, divide il lato opposto jjl^ nel rapporto di 1 ad n—l. 
Si ha dunque 

.. 1 , , n-1 , n-1 , 

poi, sommando, 

Ora, in virtù di (2), sì ha 

Analogamente, se si applica la (1) al calcolo delle v, si trova, sommando , 

n-2 



Z>*=2:«'-<^.2»'- 



purché si osservi che ciascun Iato a appartiene ad n-1 enti E„.| , che passano 
per Q, e ciascun lato 6 appartiene ad n—t di questi enti. La sostituzione, in (3), 
degli ultimi risultati, ci dà la formola (1). Ora, si sa che questa è vera pern=2: 
essa è dunque vera in generale. 

4. Tediamo che avviene quando tutti i lati di E,^ diventano tra loro uguali* 
Sia e la loro lunghezza comune. Allora la mediana X si confonde con Faltezza A, 
distanza di Q all'ente opposto E||.|, e la (1) dà 



1. à M+1 



(*) 
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Qual* è la capaci/^ t^^ di questo ente regolare ? Essa è misurata, in generale, 
dalla n»*»* parte del prodotto dell'altezza per la capacità deir ente-base E„.|. Nel 
caso di E. regolare si ha dunque 

, -. e . /fìTT « 

n » 9n. 



n ^ 2n 



da cui si deduce 



c*Jn+l ,M. 

9^ è r angolo ohe due enti E„_| , in E„ , fanno tra loro , si vede su- 



bito che 



cos<p„ = i^. (6) 



Per n infinito, e e finito, le formolo (5) e (6) danno 

L'interpretazione di questi risultati rivela circostanze curiose sugli enti dotati 
di infinite dimensioni. 

S. I punti dello spazio lineare ad n dimensioni, che si trovano alla distanza 
R da un punto 0, formano uno spazio cwrt;o ad n— 1 dimensioni, e questo limita 
un ceno ente ìì». Siano rispettivamente V» ed S^ le capacità dell'ente n^ e dello 
spazio che lo limita. Conducendo, alla distanza Tix da 0, un qualunque spazio li- 
neare ad n— 1 dimensioni , si determina in ii^ un ente analogo a^., , di raggio 
Uyjì-x^. Ora, se poniamo 

Vn=R''/ln), 

ed ammettiamo come vera questa proprietà per 6}ì enti di meno di n dimensioni, 
si dimostra facilmente che sussiste per a„. Infatti 

n-i 

Y^ = 2 r (RVT^f /"(n-l) . Rda;= 2R7(n-l) Al-x*) * cto. 
Ne segue anche 

n 

/Jn) = 2/(n-l)| cos> -d^p, 

/ 
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e, finalmente, dopo un calcolo facile , 



v 


(2it)»B» 


'« 


"24. 6. . .n 


V 


2(?it)^ B" 



(n pari) 



(n dispari) 



(1) 



Quanto ad S^, si osserverà che 

Per esempio , Y ente iì^, (sfera dello spazio a quattro dimensioni) , ha una 

capacità -^ : esso è limitalo da un enlCy (curvo), a tre dimensioni y il cui va- 

lume è 27:«R«. 

6. Siano rappresentate con lettere x le distanze del punto P agli n+1 spazii 

E|,.|, che limitano Y ente regolare E„. É evidente che 

^1 + 052 + ajj + . . . + a?„+, = h. 

É questa una relazione importantissima, specialmente al punto di Vista delie 
applicazioni che ci proponiamo di farne. Per queste stesse applicazioni è utile ri- 
cercare come varia la somma 

cj« = «4* + a?t* + 03,* 4- . . . + a?,»^!», 

allo spostarsi di P. Sia 6 il centro di gravità di E,|, ed R la distanza PG. Dimo- 
streremo che 

Questa formola mostra che i punti pei quali la somma dei quadrali delle 
disianze agli enti E„_, , che limitano V ente regolare E„, di lato e, è una co- 
stante C3 , costituiscono uno spazio ad n-1 dimensioni, che limila un ente ii», 
col centro in 6, ed il raggio uguale a 



V 



• 2nq-c* 
2n+2 
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Questa proprietà, come tutte quelle degli enti a, sarà utilizzata in un lavoro 
più importante, concernente la funzione di G r e e n e le funzioni sferiche negli 
iperspazi!. 

7. Ammetteremo come vera la (8) negli spazi! con meno di n dimensioni, e 
dimostreremo cbe sussiste nello spazio ad n dimensioni. Distingueremo con E,|./^, 
dove t pren<Ie i valori 1 , 2, 3, ... n, gli spazii che limitano E^,, e passano pel 
vertice Q: resta lo spazio E„..|t**^*\ opposto a Q. Sia P('> la projezione di P sul- 
rente Ejj.,^*'), e rappresentiamo con a?< la distanza PP^*). Le perpendicolari aPP^*^ 
ppc+i)^ condotte, nel piano di queste rette, pei punti P(*\ p(«^o^ s'incontrano in 
T^*>, e fanno, evidentemente, l'angolo ff^^. La distanza pt'*^*) pC) non è altro che la 
distanza x'< di P^''^*) ad uno degli esseri E^^^, che limitano E^_4^*+*). Si ha dunque, 
per ipotesi , 



n 



n-1 ^2(n-l)' 

dOTe R' rappresenta la distanza di p(»+') alla projezione G'diG sull'ente E,_,<*+'\ 
ossia al centro di gravità di E,.,*""*"'). Ora, il quadrilatero G'GPP<"+'>, rettangolo 
io G' ed in P("^«, dà 

Dalle ultime due relazioni si ricava, per eliminazione di R', 

(n-l)»„.. + n (x^, - ^y = nR« + j. (9) 

D' altra parte, nel quadrilatero PP(<)p('»+«)T^*>, si ha 
(B'<sin<p„ = a3< + aj»^4COS9«, 

da cui , quadrando , osservando (6), facendo variare i da 1 ad n , e sommando, 
risulta 

(»-1)«„-, + n ( (»,+, - ^y = ^-ly ( n*«» + '^). 

Paragonando con (9), si trova (8). Del resto, è facile verificare la (8) per n-2. 
Essa è dunque vera in generale. 

8. Ancora una misura ci resta, di cui si vedrà Y utilità in uno degli articoli 
che seguiranno. Si tratta di valutare U momento ó! inerzia di E^i, relaiivamerUe 
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al suo cenlro di gravità. Si suppone E^ irregolare. Dimostreremo che il momento 
domandato è dato dalla formola 

h-^^P^loy (10) 

Siccome è facile yeriflcare questa formola nel caso di n = 2 ed anche di n = 1 
ci basterà provare che, essendo vera per gli enti di meno di n dimensioni , sus* 
siste per E„. Proiettiamo Q in Q', sullo spazio opposto E„^, , di capacità v' , e 
cerchiamo prima il momento d* inerzia !« di E„ , relativamente a Q'. Esso è la 
somma del momento T, relativo all'ente E„_| , e del momento I", relativo all'asse 
QQ'. Per calcolare V , immaginiamo che si conduca , alla distanza Ax da Q , ed 
/i(l-a?) da E„_, , lo spazio lineare ad n-1 dimensioni , parallelo ad E^^i. Si de- 
termina cosi , in E„ , una sezione c^., , ente simile ad E^^i , di capacità v'cc^'^. 
In tal modo, l'ente E^ si trova scomposto in enti elementari, di capacità hv'x^''^da^, 
là cui distanza ad £„., è h{\-x). Ne risulta 



ri « 

Jo (ni- 



l)(n-f2) 



Sia 8 la distanza di Q' al centro di gravità di E„.i. Applicando la (10) alla 
sezione e,|_| , si vede che il momento d' inerzia di questo ente , rispetto al suo 
punto d'incontro con QQ', è 

Per conseguenza, 

Finalmente : 

Sia p la distanza Q'G. In forza d'un noto teorema, facilmente estensibile agli 
iperspazii, dall'ultima formola si ottiene subito : 



^""■(n-Hl)(n+2) 



\^^^b* + n{n + i)8^- (n + l)(n + 2) d» + 2h« [ . 
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Ora, esaminando la figura, si vede che 

Per conseguenza , 

Tenendo conto della (1) , si trova la formola (10) , che si voleva dimostrare. 



Q U I S T I N I 



61. La media aritmetica dei minimi angoli di tutti i poligoni convessi, di n 
lati, è 



bl-^'-K'+l-^-^i)!- 



2n 

Esempio. II minimo angolo dei quadrilateri concessi è eguale, in media, a 30^. 
62. Sia 



f^ tgag dx 



1^ Dimostrare che, se n è intero , 

!/n = logVn+^^-^(l-f 1 + 1 + ... + ^) + 0,288607832.... 
V Dimostrare le formole 

!/* +2/. + 2/S+ • • . =i[log(2ic)-(l + 0)1 =0,0651 . • • , 

2/i + ys + 2/5 + . •• = ! 1^82 = 0,1732... 
t % % * 

dove C è la costante d'Eulero 0,S77215664. 

63. In una divisione qualunque, la probabilità che la prima cifra decimale 
sia 4 o 5 ò 

1 (6k ^25-lOVy- 19). 

Ernesto Ceeàro. 
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CENNI SULL' INGEGNERE SAVINO REALIS 



Cessò di vivere in Torino il 9 Febbraio 1886 dopo una breve e tormentosa 
malattia. 

Ecco una breve indicazione dei suoi scritti. 

Pubblicò un volume col titolo : Memorie sulla coslruzione delle strade ferrate. 
Torino Stamperia Reale 1844. É di 128 pagine, seguite da due Tavole con figure. 

Si compone di un Avvertimento , di sette Capi, e d' un Appendice. Contiene 
anche un Indice delle materie. 

Gli altri lavori dcU'Ing. Beali s furono inseriti in Raccolte periodiche o Gior 
nali qui appresso indicati. 

A. Nouvelles Ànnales de Mathématiques. 

Volume deiranno 1843, 1863, 1864, 1865, 1866, ]867, 1868, 1870, 1872, 
1873, 1874, 1875, 1876, 1877, 1878, 1879. 1880. 1881, 1882, 1883, 
1884, 1885. 

B. Nouvelle Correspondance Hathématique. 

Volume deiranno 1876, 1877, 1878, 1879, 1880. 

O. Journal de Mathématiques Élémentairo. 
Volume deiranno 1883, 1886. 

D. Journal de Mathématiques Spéciales. 

Volume dell'anno 1883, 1884, 1885, 1886. 

E. Hathesis, Becueil Mathématique. 

Volume deiranno 1881, 1882. 1883, 1884, 1886. 

F. Giornale di Matematiche del prof. Battaglini di Napoli. 

Volume dell'anno 1871. 

G. Bulleltino di bibliografìa e di storia del Principe Boncompagni. 

Volume dell'anno 1883, 1884. 

A. Genocchi. 
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SULLE FUNZIONI ISOBARICHE 



MEMORIA 



DEL 



Dott. PIETRO STASSANO. 



1. Riferendoci al lavoro del prof. T rudi Ricerche inlorno alla partizione dei 
numeri ed alle funzioni isobariche^ diremo funzione isobarica del peso n degli 
clementi Gi^a^y ..a„ ogni funzione della forma 

dove le 8, essendo intere e positive, anche nulle, soddisfano alla relazione 

l.Ej + 262 + ... + ms^ - n (1 , n intero e positivo , 

e il ft che rappresenta i coeiBcienti dei vari termini , è in generale indipendente 
dalle a. Essa si dice comp[e/a , se il £ si riferisce a tutte le soluzioni della (i , 
ed è a divisori falioriali, se i vari termini si trovano divisi pei fattoriali degli 
esponenti. Indichiamo con À^" la funzione 



dove il S s'intende esteso a tutte le soluzioni intere e positive, compreso lo zero, 
della (i, ossia a tutte le combinazioni del peso n formate cogli elementi a; di- 
chiarando una volta per tutte che intenderemo con t^ un I esteso a tutte le com- 
binazioni del peso n, avremo 

VOI.. XXIV. 8 



Digitized by 



Google 



)( 58 )( 
e potremo scrivere per la nostra funzione isobarica 

Indicheremo poi con À^'n,^ la funzione 

dove il l sia esteso a tutte le combinazioni del peso n e del grado g, e con A.'.^^ 
la stessa quantità divisa per a,^, cosi che 



., _y \a,V VatV ' ' ' Va,"*/ 



D'ordinario, il coefficiente k è una funzione del grado flf = 6| + s, + ... + €|, di 
ciascun termine, la stessa per tutti. Indicando con ff(g) una tal funzione, funzione 
carallerisiicay che non divenga infinita né indeterminata per qualunque valore di 
g a cominciare da zero, porremo k = (f(g), e sarà 

Per le convenzioni antecedenti possiamo scrivere V„ — 2 <p(gf) A".^^. 

Le funzioni isobariche che noi considereremo , si riferiscono ad elementi che 
vanno considerati come in numero indefinito , e poiché in una funzione isobarica 
del peso fi, a„ é V^lemento d'indice più elevato che possa entrarvi, le nostre fun- 
zioni isobariche saranno della forma 



2. Consideriamo le espressioni 

(^i\^i + OtVa + . . . + fln.,V, + a„Vo 

Che queste sicno funzioni isobariche del peso n é evidente ; ma dippiù eia* 
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scuna 6 completa, perchè se mancasse una combinazione V =iap^ a^^. . .a/', in 

V«-p dovrebbe mancare la combinazione a^^" a^'.. -a/, eh' è contro l'ipotesi. 
Risulta dalle precedenti osservazioni che la combinazione P deve riprodursi in 
tutt'i prodotti OpV^^p, a^V„_^,*.. ,0|V„.|. Ora il suo coefficiente in ^^^^ è 

<P(6p-l + eg+.-. + 6,) 9(g-<) ■ 

(gp-l)! 6,!...e,! -'P6p! 6,!...6,!' 

allora nelle due somme la combinazione P ha rispettivamente i coeQIcienti 

^''^''^•••^ '^ep!e,!...6,!-8p!8,l...e,l' 

tP6p + 9«,+ -..+»e^g , g , TT-g I g ! g/' 

ed avremo 

Oi Vf + 02 Vi + • . • + «A - 1 ffT(ff - 1) A\ I (3 

IciJn-i + 2aJ^.j + . . . + na„Vo = n | <p(flf - 1) A\ 1 (4 

Questi risultati sono giusti finché la <p(j7)^è indipendente dal peso n della fun- 
zione isobarica ; poiché se <p(n , 9) é la funzione caratteristica di questa, la P ha 

in V._» il coefficiente gp- ^^^V^"V > >« Ve, il coefficiente s. fcli£l*^, ecc., 

e allora i risultati ottenuti cadono in difetto. 
3. Prima interpretazione della Yn. 
Sia 

u = X(i/) = 6|5y + 6jt/^ + ... + 6^t/* + ... (a, per |/=0 tt = 
y = ji (a?) = a^oc + OjOJ* +... + 0^0?* + . .. (6, per aj = j/ = 

Si avrà 
tt = v(ac) = CiO? + CjO?* + ... + c^af^ + ... (e. 

Abbiamo dal calcolo 

\dx/ VdxV • ' • VdxV 



d^u _ y d^ w 



ll'*2!**...n!'"e4!g,!...e^f 
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E ponendo a!=0, donde y=0,u=0, (^) =g\bg , (-^J = P ! Op > '•«"'^ 

Poniamo flf!6^ = 9(flf)i e si vetle che la funzione ¥„ è il coeflìciente generale, 
della espressione che si ha dal sostituire in una funzione determinata dal coeffi- 
ciente generale ^^^ alla variabile una funzione di una nuova variabile determinata 
dal coefficiente generale a^- 

4. Poniamo Op = ^ <Kg) \ ^ , ' ' ' ^, ; per l'articolo antecedente, ciò e- 

6, ! gj . . . . Ep . 

quivale a dire che la funzione y = |ji(a?) = a,a? + a^x^ + ... è nata dal sostituire in 

(1(1) 4(2) 
una funzione y = w(0 = ^j^ ^ + gr ^* + • • • ''^^'^ ^ ^"* funzione di x tale che 

i = djoc + cfjX* + ... Allora cominciamo dal sostituire nella u = \{y) in luogo di y 

4(1) (b(2) Yfn vf2) 

~y^ i + ^;r~ f* + ... . avremo u eguale a una certa funzione y(0= 77^ ^ f ^iv^ t*+... , 

l.^' I'm! 

essendo 



• ll''2!'*...ol*«t.U,l...i.l 



•fif 



In Tf(0 alla « sostituiamo d,a5 + d2X*+ ... , verrà 

n e^ . Ej . . . . E,j 1 

V^ è ancora una funzione isobarica del peso 71, a coefficienti fattoriali, degli ele- 
menti d, determinata dalla funzione caratteristica x(^)' 

altrimenti, la Y» è il coefficiente generale della funzione u=y{x) nascente 
dalla eliminazione ài y e t dalle relazioni u = X(y) , y = io(0 , i = d^x f djO?* + ... ; 
per quanto abbiamo innanzi dimostrato, essa è dunque una funzione isobarica com- 
pleta, a divisori fattoriali, del peso n, formata negli elementi d, e completamente 
determinata quando ne avremo determinata la funzione caratteristica. Ora il valore 
della funzione caratteristica è lo stesso per tutt* i termini delio stesso grado ; al- 
lora prendiamo a considerare il termine per il quale e|=flf-t, epperò 6„«jj.,= l , 
ctoè il termine, d^ff"^ d^^g^i- La d,|_^+, può entrare in uno soltanto degli clementi 
a di un termine di Vu , il quale perciò non può avere indice più piccolo di 11— gi- 1 . 

Consideriamo l'elemento a^-A, < fc<gf-l; esso contiene il termine d,^"-*-^d„_^+, 
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accompagnato dal coefficiente _^ _ 4 n f < i - Nella V,^, a^.^sarà accompagnato da 

altri elementi a determinanti una funzione isobarica del peso h , di ciascuno dei 
quali r elemento d, entra in un termine al grado indicato dair indice col coeffl- 

ciente •— -p , se a^ 6 l'elemento che si considera. Ora in "V^ ciascun termine for- 
mato colle a vi è accompagnato dalla funzione caratteristica 9(9) ; se indichiamo 
con 9, il grado di esso termine, da cui sì sia tolto il fattore a^.^^, ossìa g^ in- 
dica il grado delle a in un termine della funzione isobarica del peso h che ac- 
compagna a^^i^j evidentemente <p(flf| + 1) sarà il valore della [funzione caratteri- 
stica che in y„ accompagna il termine considerato^ e sarà 



x(ff) _ *f ' K7-fc ) y ,„ ... 'Kl)'''i'»(2)''-<1 



Wr (5' 



ffi = 6, + e» + . • • + e*. 

E la (5' è una relazione affatto equivalente alla (5. Infatti sostituendo nella (4 
alle a le ^^ , ^^^-p , ecc. . il suo 1* membro si muta nel 2' membro della (&' , . 

i ! éil 

e verrà 



^UroV^ 



1(0) ^^v m^m'-'-m' 



La (5 e la (5' ci danno ancora ^{g) in termini delle / e delle <p , come ve- 
dremo all'art. 10. 

5. Cerchiamo di esprimere la V„ , nota come funzione isobarica degli ele- 
menti a , come una funzione isobarica di elementi U determinata dalla funzione 
caratteristica (-l)^g!. Si tratta di determinare le U tali che 

VI IT ** IT ** TI *» 

Applichiamo la (3 ; nel nostro caso ^0 = (— O^O' = '> dunque 

V. + U,V,_, + U,V„., + .. . + U„_,V, + U„ = 0. (6 
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PoniaiDO 



61 «• s^ 



ciò che neir artìcolo precedente erano le x(jS) > <* > d , <p(g) , sono ora divenute le 
7(9) ,U , a e (— 1)'0! rispettivamente. La (5 si cangia cosi in 






Dalla (6 si può ricavare un'altra forma della relazione che lega le <p e le 4'- 
Evidentemente, il r membro della (6 è una funzione isobarica completa, a divi- 
sori fattoriali, del peso n, formata negli clementi a, ed avente una funzione ca- 
ratteristica nulla per qualunque valore dell' argomento. Allora in esso entrerà an- 
cora il termine a^ff^^ Q^n^g+t ; e ragionando come all' articolo antecedente, Y ele- 
mento a^^g^i non può entrare che nelle D e nelle Y il cui indice >n - g + 1 , e 

dippiù in uno soltanto dei fattori di ciascun termine. Consideriamo il prodotto 

Ufl-A ^k> < A < flf - 1 ; di n„_4 farà parte il termine a,fl'"'*"* a^^g^ i che vi avrà 

il coefficiente ; — ^^^ "",.,, , mentre della Vj^ fa parte il termine ai* col coeffi- 

ciente —• , cosi che il coefficiente di a,^~' o^n-g+i ^^1 prodotto U^^j^ ^* sarà 

^(g-h) y(ft) 
(3-ft-l)!l! hi ' 

allo stesso modo si troverà che in V^j.^j-U^ lo stesso termine ha il coefficiente 

(ff-ft-t)!l! hi * 
Di qui si ha 



■*"(ff-l)!0!i!'*" 



y(g) .W) y(g"i) . 4^(2) y to--2) , 

(5-1)11!'*" 1! (8f-2)!l!^ 2! ((/-S)!!!"^ 

9(^-0 »(1) y(g-2) 4^ T(l) <Kg-<) , »W ^0 

^(ff-l)! Olir (ff-2)! lin'^'"'*' 1! (y-2)Il!"^(ff-l)!l! ' 
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che moltiplicata per (9-1)1 diviene 

fiS) + (^7')4'(«)?(ff-1) + (^i') <K2Mff-2) + . . . + (Jlj)'l'(j/-1)T(I) + 

+ (^ó') ^O-P^J^-*) + (^7')'K2)<p(ff-2) + - + (^gZl)^Ì9-iMi) + 4-0;) -= , 

cioè 

9(9) + (f)¥i)<f(9 - 1) +(§)'I'(2)«p(ff - 2) + ... + (gii^Cg - 1)9(1) + W = (7 

relazione simmetrica nelle f e nelle «p ; dunque le tp sono esprimibili in termini 
delle r ^lo stesso modo che le f si esprimono in termini delle ip» epperò 

e questo ci determinerà il valore di Up. Esso è indipendente da n, onde se con> 
sideriamo le n equazioni che si ottengono dalla 6) dandovi alla n tutt' i valori da 
1 a n, le U, a tal modo determinate, soddisfano a tutte ; in altri termini tali va- 
lori della U nascono dalla risoluzione di quelle equazioni rispetto alle U conside- 
rate come incognite. Indichiamo con U,^ > V,^ « ••• » U^^ per un momento tali valori, 
si ha un sistema di valori delle U che soddisfano alla (6, ma non è il solo. La 
(6 è anche soddisfatta degl'infiniti sistemi di valori rappresentati dalle relazioni 

U, = U,^ + c,,oVo + C|,,V» + c,,,V. + . . . + c,,«.,V„„, 

U, = U,« + c,,oVo + c.,,V, + c,,,V, + . . • + c,,n-iVn-, 

(A) 

U« = V + c«.oVo + c,.|V| + c.,»V, + . • • + c«^».J» , 
dove le e sono delle quantità arbitrarie sottoposte alla sola condizione che sia 

epperò c^.n-j^^O* ^® U cosi determinate non sono in generale delle funzioni iso- 
bariche, ma possono anche rendersi tali per opportuni valori delle e. 
6. Seconda interpretazione della V,|. 
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La (6 ci dice ancora che si ha 

1 



1 + Uia5+U2X* + ... 



= l+V|X + V2a?* + . 



cioè 



(1 + U^JB + 0^05* +...) (1 -f V^a? 4- V^* +...) = 1 > 



relazione che poteva dedursi anche dall'articolo 3 pensando che la V„ si esprime 
come funzione isobarica degli elementi U determinata dalla funzione caratteristica 

(— \y g\ che divisa per g! è evidentemente il coefficiente generale della r-r—» 

Le U e le V sono dunque funzioni perfettamente correlative, e le U si espri- 
mono in funzione delle T come le V in funzione delle U, cosi che 



i! 
^p' 



E se in esse supponiamo a, = 1 , Oj = aj = . . . = 0, si ha 

dalla quale ricaviamo per altra via la relazione già trovata tra le <p e le ^. 

7. Terza interpretazione della V„. 

Dando nella (G alla n successivamente i valori 1 , 2 , ,..n, si trova per il de- 
terminante del sistema 



I 








. 





u, 


1 





. 





u, 


u, 


1 


. 





u, 


u. 


u. 


. 






u„-, u„_, U„_, . U, 1 



= 1 
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V« = 



1 . -u» 

U, 1 . -Uj 

U, U, 1 .0 -u, 

U, U, U, .0 -u» 

• • • • • • 

u«_, V, u^ . 1 -u„_, 
u,^. u»_. u^* . u, -u„ 



= (-!)• 



U, 1 .0 

U, U, 1 .0 

u, U, U, . 

u« U, U, . 

U„-. u„_. U,_, . 1 



u« u»_, u^, 



D, 



(8 



e cosi 



U« = (-!)• 



V. 


1 





. 


V. 


V, 


1 


. 


V, 


V, 


V, 


. 


• 


• 


• 


• • 


V»., 


V, 


V, 


. 1 



(9 



^fl-1 Vfl-8 • ^1 



E poiché infiniti sono i sistemi dì valori delle U che soddisfano alla (6 sol- 
tanto, si vede che il determinante che dà il valore di Y„ può variarsi in infinite 
guise. 

8. Funzione isobarica speciale. 

Un caso molto importante delle funzioni isobariche si ha quando la caratte- 
ristica è una funzione del grado e del peso , 



Ss, 6* 8 

n Ci l Co : • . • s« : 



ft 



In questo caso la prima interpretazione che abbiamo data della funzione M^ cade 
in difetto. Evidentemente però possiamo porre 



cp(n,s) = D"^Dy .c|/(0',0), 



VCL. XXIV. 
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^ ^«»^^ W<ià tiiMOtte di due variabili, e allora se 

Vt» + Vt^«+ . . . + V,aj*+ . . . = (e«i>^- O-^KO' ,tio). (10 

In questo caso ancora le forinole date dal prof. Trudi sulla derivazione della 
Yn luerìtano una certa interpretazione. Rappresentando con C/ una combinazione 
KÌiògìi elementi a di peso r e di grado pi, esse sono 

|^ = |9(y + l)AVpl . I^ = \<f(3 + V)^"n^\ , ^=?(l^). 

che nel caso che consideriamo equivalgono alle seguenti 

8V 3V 3V 

^ = l9(n.ff + l)AVpl » gc^=l9(w,ff-f-|*)A"n^| , goji=-9(n.l^)- 

La caratteristica delle funzioni isobariche di tal natura , derivate , è sempre 
funzione del peso della funzione isobarica da cui derivano. 

9. Maggiore importanza ancora ha lo studio di una funzione isobarica, la cui 
caratteristica è una certa funzione particolare del peso e del grado. Sia una fun- 
zione y legata alla x dalla relazione 

y = jjL(a3) = a^x + QiX^ + . . . 

Diremo funzione inversa della [kix) una funzione 

a; = 0(2/) = 641/ 4- 62!/*+ . . . 

tale che ci dia x in funzione di y. Di tale funzione inversa ci proponiamo la ricerca. 
Derivando per n volte di seguito rispetto ad co entrambi 1 membri della 2'' equa- 
zione, e per n volte rispetto ad y entrambi i membri della r, avremo per n=l 



e per n > 1 



M _ dx dy^ ._ dy dx 

"" dt/ doj * "" d® dy ' 

(dy\u/d^\e, /£y\s^ 
y , à9x\dxJ \(ix^/ " \dW 

•^ ^l!'*2!*«...n!*«e.!E,l...e,l' 
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e quando x = o y = « 

Dando ad n successivamente i Talori i , 2 , . . . , n , avremo le due serie di 
equazioni 



1 = 1 ! 6j a, 

= l!6.(H + 2!6.^ 



o«a* 



\ 



= nM.H-2l6.(«^.^).3l..<^ + 4l6.^ 



(B) 



ecc. ecc. ecc. 



1 = 1! a, 6, 

= !!a,&, + 2!o,^ 






(BO 



ecc. ecc. ecc. 



Bisolvendo successivamente le (B) rispetto a 6, , ò, , 0, , ... , e sostituendone 
i valori nelle equazioni consecutive, troviamo 

1 . - «t i 2ot* - 04<»8 fc - So,» + 5a,o»a, - o,«a» 



6,= 



14a,* - 21o,o,«a, + 3o,* (2a,Ot + o»*) - at*as 



a. 



, ecc. ecc. 
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La (6 ci dice ancora che si ha 

1 



1 + Uia5+U2X* + ... 



= l+V4a5 + V2flJ* + .. 



cioè 



(1 + V^X + UjOC* + ...) (1 + N^X + Va^* +...)=!, 



relazione che poteva dedursi anche dall'articolo 3 pensando che la V„ sì esprime 
come funzione isobarica degli elementi U determin<ata dalla funzione caratteristica 

(— \y g\ che divisa per g! è evidentemente il coefficiente generale della r — . 

Le U e le V sono dunque funzioni perfettamente correlative, e le U sì espri- 
mono in funzione delle T come le V in funzione delle U, cosi che 






E se in esse supponiamo a, ■= 1 , a^ = aj = . . . = 0, si ha 



i + :!l|2,+^,. + ... 



4 9(0 9(5) , 
= 1 + J|-a? + ^-aJ'^ + .. 



dalla quale ricaviamo per altra via la relazione già trovata tra le <p e le ^. 

7. Terza interpretazione della V„. 

Dando nella (6 alla n successivamente i valori 1,2, ...9i, si trova per il de- 
terminante del sistema 



I 








. 





u, 


1 





. 





u. 


u, 


1 


. 





u, 


u, 


u, 


. 






u„-, u„_, U„_3 . U, 1 



= 1 
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V« = 



1 








. 


-u. 


u. 


1 





. 


-u. 


u. 


u. 


1 


. 


-D, 


Us 


u» 


u, 


. 


-u. 






= (-!)• 



u, 


I 





. 


u, 


u, 


1 


. 


u, 


TI, 


u. 


. 


u* 


U, 


u. 


. 



U,_, TI„_, U,_, . 1 
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e cosi 



u,=(-ir 



V, 


1 










^. 


V, 




1 





V, 


V. 




V. 





v„_. 


Vn- 


■t 


Vn-, . 


1 


v„ 


v„. 


-» 


V. • 


V, 
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^ i.h^ infiniti sono i sistemi di valori delle U che soddisfano alla (6 sol- 
^„to! r^tde :;: il delUnantc che dà il valore di Y„ pu6 variarsi in infln.te 
guise. 

ristica è una funzione del grado e del peso , 






in questo caso la prima interpretazione che abbiamo data della funzione V. cade 
in difetto. Evidentemente però possiamo porre 



<p(n,g) = D'»D<^.«KO'.0), 



VOI-. XXIV. 
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/ 
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^ una certa funzione di due variabili, e allora se 

w« = aia? + a,aj*+ . . • , 
sarà 

^,0; + Vt»*+ . . . + V^aj*+ . . . = (e«i>^- 1). 4/(0', ilo). (10 

In questo caso ancora le formolo date dal prof. Trudi sulla derivasione della 
Y„ meritano una certa interpretazione. Rappresentando con C/ una combinazione 
degli elementi a di peso r e di grado pi, esse sono 

che nel caso che consideriamo equivalgono alle seguenti 

|J^ = l9(n.ff + l)AVpl , ^ = l9(n,ff-f-|*)A"n^| , ^-9(n,rt. 

La caratteristica delle funzioni isobariche di tal natura , derivate , è sempre 
funzione del peso della funzione isobarica da cui derivano. 

9. Maggiore importanza ancora ha lo studio di una funzione isobarica, la cui 
caratteristica è una certa funzione particolare del peso e del grado. Sia una fun- 
zione y legata alla x dalla relazione 

y = jjL(a3) = a^x + a,OD* + . . . 

Diremo funzione inversa della |ji(as) una funzione 

a; = 0(2/) = 642/4-611/*+ . . • 

tale che ci dia x in funzione di y. Di tale funzione inversa ci proponiamo la ricerca. 
Derivando per n volte di seguito rispetto ad a> entrambi i membri della 2'' equa- 
zione, e per n volte rispetto ad y entrambi i membri della r, avremo per n=l 



e per n > 1 



M _ dx dy^ ._ dy dco 

" dy dx * " dx dy * 



(dy\sJd}y\e^ (£yy^ 
^ V ,dffa)\dcoJ VctoV ''^ydx""/ 

0=7. ni ;r— , 

^- '^y l!''2!''...n!S.I-...e„! 

Zete yi/d'a?Yi /•a"xy„ 
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e quando se = o 2/ = , 



•«I.»» 



Dando ad n suocesshamente i Talori i , 2 , . . . , n , avremo le due serie di 
equazioni 



1 = 1 ! 6j Oj 

0=l!6.a, + 2!6,2l3 + 3!6.^ 

= l!5,a,H-2!6.(«^4-f) + 3!6.<^4-4I^^ 



\ 



(B) 



ecc. ecc. ecc. 



1 = 1! a, 64 

= !!o.6, + 2!a,^| + 3!a,^ 



(BO 



ecc. ecc. ecc. 

Risolvendo successiTamente le (6) rispetto a &| , 6| , 0, , ... , e sostituendone 
i valori nelle equazioni consecutive, troviamo 

1 . - a» i 2ot* - OtO, . , - So,» + 50,0,0, - at^Ot 
^« = 5; ' *«=V' ' ^'^ o.» ' ** = 5;^ ' 

140,* - 21o,o,»a, + 3o,* (20,0» + a,*) - 0|»o, 



6.= 



a. 



, ecc. ecc. 
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che si possono scrivere 

* o, L 3!\o,*/ a,* a,» a/J 

"» o, r Al\a^*J 2!l<Va,»/a,»^'* a.^a/^" 2! Vo.V o,»J 

cosi di seguito fino ad avere in generale 

^^n 6| • ©2 • • • • *fi • 

dove, come sempre, 

1.6, 4-2ej + ... + ne,j = n , ff = £, + 62 + ,.. + s», 

0, ìq altre parole, gr indici degli elementi ~j , -T*-* devono prendersi come di- 

(2*1 Cl| 

minuìti di uno. 
Di qui, se 

il coefficiente (n + ì)"^^ dello sviluppo di co in funzione di ;/ è eguale a un prodotto 
di due fattori, di cui uno è — e l'altro è una funzione isobarica completa, a coef- 

flcienti fattoriali, del peso n, formata negli elementi — 7 > — |- > ecc. di cui gl'in- 
dici sieno considerati diminuiti di uno, la funzione caratteristica essendo 

(-l>(»i + ff)(^-i). 

Che questa regola sia vera in generale sarà dimostrato quando avremo di- 
mostrato che supponendola verificata per 6| , 62 , ... , 6n. è verificata ancora per 
&fi+i » ossia che per n = n + 1 , la (11 è soddisfatta da tali valori delle 6, poiché 
essendo la (11 una equazione di 1^ grado nelle b, non può ammettere per b^^ 
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che un solo valore. Ciò posto, la (11 può scriversi 



n+l 



1 

e dividendo per ai**^* , 



Evidentemente , il 2^ membro di questa equazione è una funzione isobarica , 
essendo il coefficiente (n + ì)^ della funzione che nasce dal sostituire 

nella funzione 

05 = 0(1/) = 6,1/ + 6^2/* + .. . 

La funzione caratteristica di tal funzione isobarica dev'esser nulla per qualunque 
valore dell' argomento. Denotiamola con yi{n,g) ; per un ragionamento analogo a 
quello fatto nelFarticolo 5, abbiamo 

(-"'^=2<-')'(rr-r)m-2<-')'e;:ti')(°i'')- 



Ora 



=nS(-Oi>'-(n-o)-«*=^.[(i+o)-(i-^.)T= 



= ?!-(l+0r'(2x0 + 0»)» = 2'. 

Facendo nel primo dei £ che costituiscono il valore di . jV?,, , r=n— 1 8=flf-l , 

(flf-l)iii 
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e nel secondo r = 8 =sgr - 1, si ha 



(- IV Jt^b^L = 29-* - 2'-» = 0. 



come bisognava dimostrare, e la regola dinanzi enunciata è vera. 
Possiamo dimostrare che 

yDD' OjOO; 

è la funzione inversa richiesta. Si ha 

afi(y 
1 / (r^'a? \ D'D'*** it(0) _ D* / a.0 \"+«_ 

(n+l)!Vdj/^Vy.o~(n+l)!Oi"**'*' (n+l)!(h»-^« \|i(0)/ ~ 

(n+i): 



n! 



d;^ / 1 v * 



(n+l)!Oj"+«^«^ / V "»/ e,! e,! ... e»! 

0_j.(o) 
Porremo 6-+. r= Ji*i_ cosi che 

^-à,K (- «)' (»» + i^)^ '' e,l...e.! 

rappresenta il coefficiente (n + 1)*^ della funzione inversa dì quella di cui i coef- 
ficienti sono le a. Quando non vi è luogo ad equivoci , potremo scrivere O^^^, 
soltanto. 

Dalla relazione 
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dandoYi alla n tutt' i valori da a n, aTiemo per il determinante del sistema ri- 
spetto alle considerate come incognite 



1!AV 
1!A',., 2! A',., 



1!A',,, 



2! A' 



»,« 





3! A',,, 



1!A'^., 2!A'^., 3!AV,.. 
poiché in generale r!A',.,,= l' AUora 

1!A',.. 1 
1!A',., 2!A',.i 



"n+l — 




1 







• 

(n+l)!A'^,»^, 

. 
. 



n!A' 



ii+i.i 



= 1. 



(14 



1!AV. 2!AV. 3'A«.s 
!!A'^,.. 2!A'^.,, 3!AV... 

10. Riferendosi all'articolo 3, sieno 

y = |i(aj) = o,aj + 0^ + . . . 

uDJ>' btW 

3, = 1 (e ** - • « ^^^^ = f; ^^'^^^ '* + *»(*>*** + -^ 

V = v{x) = Vjos + y^ + ... 
Sostituendo nella 2* equazione il valore di u dato dalla 3*, si trova 






(15 



Poniamo p ! bp = <f(p) ; indicando con 69 (<p) ciò cbe per tale sostituzione di- 
viene 6<r (6)» sa'^ 






(15' 
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E se, come all'art. 4, 



si ha 



dove 






'^^^ l!'*2!X..ff!'^6,!6,!...e,! 

0(9) 
formola dedotta dalla (5 col sostituire ordinatamente le funzioni ^jX ^ ITjT *^^® 

altre X > ^ ^ ?• 

11. Come airarticolo 3, sia ancora 

Abbiamo 
e per l'art. 11 

Ne possiamo ricavare un metodo generalissimo per la ricerca della funzione 
generatrice di una funzione data. Sia questa c^; poniamo 

C|Cc + CjO?* + . . . = w = v(a5) , 

u è la funzione generatrice di c^^. Cerchiamo di trasformare la u in una funzione 
arbitraria X(j/) di una nuova variabile y : si tratta di esprimere y in funzione di 
X. Poniamo 

u = My) = 6|2/ + ^2!/* + • •• » 2/ = IJ^(aJ) = a^x + a^fl?* + ... 
I coefficienti a son dati dalla relazione superiore » e se risultano eguali a 
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quelli di una funzione che ci sia nota, la forma di v(ar) è presto determinata come 
risultante della sostituzione di y = 'Moc) in l(y). Poiché la X(i/) è arbitraria, si può 
sceglierla in modo che la ^{x) ci risulti nota. 

Potremmo seguire un'altra via. Poniamo y =- \>-{cc) ^ )x(x) essendo una funzione 
arbitraria di x, e cerchiamo di trasformare v(x) in una funzione nota l(y) di y , 
giovandoci deirarbitrarietà della ^(x). 

I coefficienti della l{y) son dati dall' ultima delle relazioni superiori , nella 
quale abbiamo il vantaggio che le e di cui cerchiamo la funzione generatrice v 
entrano linearmente, ciò che non accade coiraltro metodo. 

Come esempio, si abbia 

1 1 1 



Si ha 



x^ cc^ x^ 



Poniamo 2/ = e'*— 1, donde aj = iMog(4 + j/), epperò 



e si ha pel coefficienti della u = l(y) 

:.(!») Kg») 

(SflOJ 
(23)! 



6» = 2 (- l)' -IS-; i'^ (- !)"-«' A"n.%, = (-!)• 2 A"«,«. , 



intendendo che nelle A" sieno 



1 1 

ai = j . 02=- ecc. 

Abbiamo in tal caso 

t 

2 (-1> A"n,, = 5*.(c>«eO-0)- 1) = , 



dunque 

B(|n) E(in) 

4 

voi. xxin 10 
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ma d'altra parte 



A"„^ = 5!.(e-iog(i-o)_ 1) ^5!.{(| _ o)-i - 1] = 1 ; 



dunque 



2j ^"♦»»^ 



=5 . K^U-ir 



CppCTÒ 



w = Ky) = ^f!/* + !/' + !/' + ...) = lì/* Y^ 



_1 (e^^-1)^^ e^^ + e-'' 

■" 9 ii<« "" 9 



2 e^ 



cosa?- 1. 



42. Supponiamo che si abbia 



n 



(17 



p essendo una funzione arbitraria data di m e 9, e 4' una funzione nota di m ed 

n. Dando nella (17 alla m tutt'i valori da 1 a n, il determinante del sistema 
rispetto alle A" riguardate come incognite, sarà 

I p(M) p(l,2) . p(l,n-l) p(l,n) 

P(2J) P(2,2) . p(2,n-l) p(2,n) 

p(3,1) p(3,2) . p(3,n-1) p(3,n) ^p 

• • * • • 

p(re-4 , ì) p(n-l , 2) . p(n-! , n-1) p(n-l . n) 

P(n,l) f(n,2) . p(n,n-l) p(i»,n) 
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e quello che ci darà il valore di À"»^ sarà 

P(»,l) . P(l.flf-1) ^(n.l) P(l,flf+1) 



P(n-l,l) 



P(3,j7-1) 



4»(n,2) 
«K»,3) 



P(2,<7+1) 
P(3,sr+l) 



P(3,») 



P(n-l,ff-t) «Kn,n-1) P(n-l,j/+l) . P(n-l,n) 



= Q. 



Allora p- = k"na , e la nostra funzione isobarica sarà calcolabile come una somma 

di n prodotti di due fattori. 

Come esempio, si ha per a, = Oj = . . . = 1 



qualunque sia n», epperò 

.u-.„=(«:j), . v.=2.,(,).-;,,^=|(;:l)f 

Allo stesso modo, per a^ = ^-^ , c^t = 57 , ecc. 

2(:)»-"-=i;<--')=(^--')-„^=|C)^-r, 



(18 



qualunque sia m, qnindi 

0» 



"• " l!*'2!*»...n!S,!6,!...e„! i »' "' 

E poiché per i numeri di Bernoulli si ha 
p-p. -[d" log(l+y) 1 
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viene 



B» 






formola trovata dallo ScbS^fli nel dare la sua dimostrazione del teorema di 
Staudt. 

13. Quarta interpretazione della V,^. 
Abbiamo 

1 1 



1 tU,x + UjX*+ ... (1 -aa?)( l-6x)(l -ex)... 
se a b e... sono le radici della equazione 

le U sono le funzioni determinate all'articolo S. 
Allora 

1 + V|OC + V^aj* + ... = (Ih- aa; + a'o?* + ...)(1 + bx + 6«a?* + ...) , ... 

donde 

Y» = la** + la*-* 6 4- Za*'* 6* -f Za**"* 6c + . .. (21 

la y„ è eguale alla somma dei prodotti delle radici prese n ad n e con ripeti- 
zione, cioè alla funzione simmetrica completa dì grado n delle radici , mentre la 
Un rappresenta ancora la somma di tali prodotti , ma le radici vanno prese senza 
ripetizione, funzione simmetrica semplice. 
Consideriamo le equazioni 

l+a,^-ha,l + ... = (p , 1+^05 + 5^05» + . .. = (y 

e indichiamo con v» la funzione isobarica 

n C| ! e^ • • • • Cu l 

con Op 9 8p , s'p le somme delle potenze p^^ delle radici delle equazioni (a , (^ , (y 
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rispettivamente. Si ha 

n E| ! ^2 * • * * ^ft * 

essendo le a le funzioni U relative alle v ; allora V„ è ancora una funzione isoba- 
rica delle Vf determinata da una funzione caratteristica x(g) che si ottiene dalla 
(5 ponendo (-1)^g! in luago di ^{gf, con che si ha 

per la (18 

Sappiamo, redi pag. 51 del lavoro citato, che è 

dunque 

, V Ci)-(^)-..fe)- 

». = L.X<S) i,u.!.....l • 

doTe 

per la (-19. Di qui 



e.! 



*'n 



Ma poiché (-l)i' Qff^Wff • e"®»', si ha 
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abbiamo ancora 



9(i/i) = ffi ' A (-*) Ti 7\ = ^ "' ■ ^ ' 

dunque 

» _ ._ _o(^0'H-|0'»+...)-(^0"+'^0"»+...) 



)"D'- -0O'+§0-+..)-(?^0"+*-«0-+...) 
= e 

poiché per 



AD' _ 
= e — T* e 



r 
Di qui ancora 






ì JIj — : • 6 ^e — r • C 

n! n! 

D*altra parte, per la stessa pag. SI del lavoro citato, 

v (°f)-(?)"--fe)- u: »--. 

~^n e,!e,!...6j "n!** 



V». 



dunque in ultimo 

°^o+>... -(t"4"^'^-)„. -o(:ì<'*'ì<"*-) 

D"*c =e D*'C 

relazione vera qualunque sia n ; ciò vuol dire che sarà 



a, 
e 
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= E «e 



per y = --ì.x-fa!*..., 
donde, passando ai logaritmi, 

^aj + |aj«+... = -[*A(e»_l) + |»(eV-l). + ...] (22 

y detcrminato come sopra. Di qui 

..= -nZ.M)'X(.) ^'-'.\V.".W - «3 

dove 

' l!'*2!'«...n!'«e.!...6j t »« 

per la (19. 

14. Espressione di una funzione simmetrica delle radici di una equazione in 
funzione dei coefficienti di questa. j 



Sia l'equazione l+U|-+D,-£4-...=:0; poniamo 



oO . 60 



Terrà in generale 

r^ = ii, Ja** + ht Sa*-* 6 + K la^'H^ + k, Sa«-*6c + . . . 

doTe i simboli Z rappresentano funzioni simmetriche dello radici della proposta. 
Consideriamo la funziono simmetrica di cui ciascun termine ha per fattori e, 

radici a l*" grado, s, a 2®, e, a 3^, e cosi via, che indicheremo con (1**2 *...n **); 
si ba 
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indicherà T ordine della funzione simmetrica; sappiamo che una funzione simme- 
trica qualunque si esprime in termini di funzioni simmetriche del tipo della pro- 
posta. Proponiamoci di calcolare il coeilicicnte dì questa in V'^. Considcri«amo nella 
funzione simmetrica proposta il termine abc ... Pg^ .,,k^l^ ... ^ il suo coeniciente 
sarà eguale a quello di tutti gli altri ; ora il coefficiente del termine proposto sarà 
certamente 

1 r ^^n ] 



!C»*"=0 



ax hx 



1 k- d-.c^-"^"'^-^^'""' 1 



Poniamo 

1 — ax 1 - 6aj 
Abbiamo, se a è una radice qualunque, 

Ora 

do ( l — ax)* 1 — ax 1 - ax 

da* (l-aa;)» l-oo? 

^=6x» + 24007* + 60a*x» + ...= f^^i- 

da' 1-ax • 

eco* ecc. 
Allora 



da^ 
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Similmente 

X 

e sep + g + r+...=n , z^ = , ecc. 



^^^^^,^^^^,^ -e.,.,z,... ^^^^.^—.(i+o) X ^j3^^^^^ (1+0)^.., 

e ponendo in generale (l+D)™""-(H-0)'" = K„, abbiamo 

Allora il coefficiente della funzione simmetrica (1** 2**. . . n^) sarà 



l!''2!**...n!'» 



n _ 



e si avrà 

^'.=S.(lr)"(lf)"---(^y-""="- •■»••)• (" 

Poniamo 



n = 2 fl!^ 



e,! e,!. . . s„ 



che equivale a dire, facciamo che la e ' ^ '"sìa ciò che diviene una certa 

K K 

funzione biV + &»2/' + ... quando ad y sostituiamo -rjX-^ ~-x* + ... 

VOI. XXIV. 11 
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Paragonando le due espressioni della T^ , saranno eguali i coeflicìenti di una 
stessa combinazione delle K ; dunque in generale 

E, I e^. . . . e,ii 

dunque per tutt*i valori delle e pei quali e, + e^ + ... + s« = 5f , si avrà 

c.ie^! . . .e„l(l'*2'*. . . n'«) == ff ! 6^ = cost. . 
e per gli stessi limiti 

Per l'art. 12 






Ora 



. (I)d(ù.). (*)d.(U.)- _ 

= a; + 0?» + 0?'+ ... + ^ [a?» +(?)»» + (?)ae*+ ..] + Il [ac» + (|)a!»+ ..]+... = 

Di qui 

e le -^ non sono che i coefficienti di questa funzione. Si ha dunque 

!^)=2Hr'»'. — '=^^ — =(-o«-«2 91 '- 



Digitized by 



Google 



)( 83 )( 
dondo 






= (-<)''S<,X(i/.) ^ 



essendo 

""•' = '-'S.. (- "'» i n ,-,,^;r^ = ì;. !É (-1)' (J'iOn 

Epperò 



6. 



= (-0' 2, -r-, — T — ■ — 9. ! 2 (-')*(?;~})v'; 



! ... «fl! 



=(-iyÉ(-i)'v.2,».'a':;)-;— ^ 

' 1 '2 ...ff «i 
= (_!), 2(_1)*V',-^.2],ff,!(t+0>.-i-p-; J = 

= (-1)" f f-n*v' -^-^ 5!. -^«g(*-o') - 

^ ^ Y Nft-l)! ff! t+(l+0)log(l-0') ~ 



ponendo 

"'''*-(h-1)! "' 1 + 0+0) log (1-0')' 



E in ultimo 



9 

e, ! 6j ! . . . e„ 1 



(27 
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E poiché \''a è funzione isobarica delle e, la (21 ci dà l'espressione di una 
funzione simmetrica del tipo della (l*'2 * ...n*") in termini delle somme delle po- 
tenze simili delle radici della data equazione. Ora, vedi il lavoro citato a p. 46 , 



U n 't " »- 



dunque T,, si esprimerà come una funzione isobarica degli elementi U. Di questa 
il termine generale sarà 

si tratta di calcolarne il coefficiente. Certamente quel termine non si troverà che 
nelle combinazioni formate colle o i cui indici sieno del tipo pXi + qX2+ ... Si 
avrà cosi che il coefficiente di \]p^ U^^ . . . U,^ in V\ sarà 



.0 ..... . e 



dove il £ è esteso a tutte le soluzioni intere e positive, anche nullo , dello rela- 
zioni 

X\e'| + y\z\ + . . . = a , X'j6\ + XV'i +... = ?, ecc. 
Allora, il coefficiente cercato viene 

•"^ e'.! e',! 

il £ esteso fra gli stessi lìmiti. 

Ora, se u=^f{x), per 33=0 w=0, e a?=F(a54 ,a?t ,...,oc,.), per X{=Xi=...^Xj:=^Q 
ir=0, abbiamo 



/dag Y|/d'a?\8a / óF'X y ^ 
* 1! *2! *...a! ^t^\t^\...t^\ 






ed è facile vedere che sarà in generale 



a!da?,*-p!dx,P-7!daj3^... 
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Zj tte? e'i .' s', ! 

dove 

ff = (X',+X', + ...).6', + (V'+V' + -..)e't+.- . . 

e il Z ha gli stessi limiti assegnati di sopra. Tale relazione ha luogo per qualun- 
que valore delle 07, ,07^1 •.• ,ob,, e quindi anche quando Xt = Xt = ... = 0. Si ha 

d«*HTf+-/-[F (0' ,0", ...)] _ 
a!dO'*-p!dO"P-Y!dO"'L.~ 

r /''^^'*'^-F(0'.o",...) r'' r /'.-'-^"«+-F(o',o",...) r'* 

S dofdd) Uv.dO'^'*-XVdO"^'» . ...I n'\\dO'^"*-Vtìaù"^"* ...i og 

dO» e'i ! 6'. ! 

che esprimerà il coefficiente di aci'ajj^a;,^... in f[V{x, ,Xi ,..)]. 
Ciò posto, si ha 

rnV 4-nV + ^ (^\+X'«+... -l)!_ (X'.+X',+... -l)! (X'.+X',+...- i)! 

eguale al coefficiente di X| * a?, *... in / ' \ > ® poiché nel nostro caso 

f -T— j = 1 per qualunque valore di g, sarà w = e*, e 



ap=a 



6',.' e',! 



pa;,+gxt+.. 



esprìmerà il coefficiente di jc/a?^?... jc/ nello sviluppo di e (*i+*t + '-)^ ^jjg 



potremo denotare con ^(a , ^ , ... , v). 
Allora 



*« n *» n ** 



n = J:ft|(e, . e. , . . . , eA)U, ' n, ' . . . U» * (29 
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ed abbiamo cosi, sostituendo nella (27, l'espressione di (1 *2"...?i") in teroiini 
dei coefBcicnti della equazione data. 

15. abbiamo che ogni fattor comune di <p(l) , <p(2) , ... , (p(n) entra una volta 
ìn\t^, e così ogni fattor comune di fl| , o^, ... , a„, ma se questi contengono il 
fattor comune a una potenza indicata dairindice, ovvero se Telemento generale a, 
lo contiene alla potenza r-7t, mentre in (^(g) entra alla potenza gk^ esso entrerà 
in V^ alla potenza n. 

Se le V sono divisibili per il numero pai® grado, la (6 ci dice che anche 
le U saranno divisibili per la 1' potenza di p, e se è in generale V^ divisibile per 
p", sarà anche U„ divisibile per p**. In questo caso, siccome V^ e U„ rappresen- 
tano le funzioni simmetriche del grado n , rispettivamente completa e semplice , 
delle radici deirequazione 

e viceversa le funzioni simmetriche del grado n, rispettivamente semplice e com- 
pleta, delle radici deirequazione 

si vede che tali radici devono esser tutte divisibili per il numero pai** grado . 
e viceversa. Infatti, sieno a 6 e ci • . . le radici della seconda equazione ; poniamo 
X = py, e in generale V,. = V,.® p^ ; 

so V, = -Jl , D(T^ , S^) = 1 , epperò D(S^ , p,) anche = 1 



-'r 



verrà 

T 

VO ^ *r rn ^ rn r , 

f — g J *r •" *r P » 

chiamiamo con S il minimo multiplo comune di S, , S,, .•.S...... Sìeno a'òVd'... 

le radici della trasformata 

l + Vi«- + V,«-^+. . .=0, 
* 1/ * y* 

esse sono anche radici della 



■*Tyi4j4^ ■■-'>■ 
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Sia 

a' = | , D(a,p) = l, 



sarà 



S4. — T« ^4- — T °^+ -0- 



P non può contenere il fattore p, poiché questo dovrebbe dividere S, ossici qual- 
cuna delle S4 , Sj ... , eh' è contro l'ipotesi. Dunque a = pa' sarà divisibile per p 
a 1* grado. Il reciproco è evidente. 

Più generalmente, supponiamo che tutte le radici di una delle due equazioni, 
p. e. la 2", sieno divisibili perp, ad eccezione di m, che dinoteremo con a,a2^5...a^. 
É evidente che, poiché in ciascun termine delle funzioni simmetriche semplici rap- 
presentate da V,„+, , y^^^ , ... entrano m-f l,m+2, ecc. radici come fattori, e quindi 
1,2, ecc. almeno di quelle divisibili per p, sarà V^+j almeno semplicemente di- 
visibile per p , V„^.j per p*, e cosi di seguito. Consideriamo ora le funzioni sim- 
metriche di grado < m; in una di esse individuata dal grado r vi sono (J^j ter- 
mini, nei quali entrano come fattori soltanto le m radici non divisibili per p; al- 
lora se V, > V, , ... , V^ son tutte divisibili per p, dovrà aversi 

2a^ = , 2a,.a, = , . . . , a,a2 . . . a,^ = (mod p) (C) 

Dalla P congruenza si ricava 

«2 + «3 +•.- + ««» = -a, , «i + aj + .-. + a^ = -«,,... (mod p) 

cosi che 

22a,.a, = a, (a, H- aa 4- ... + aj + ««(a^ + «8 + ... + aj + ... 3 

cioè 

a,* + a^* + . . . + VsO. (mod p) 

SioQilmente si ha 

«!«, + a^a^ + ... + a^ct^ + ... = - a,(aj + otj + ... + aj = + a»» (mod p) 
a,as + a^a* + ... + a3a4 + ... = - «^(a, + a, 4- ... + aj = + a,* (mod p) 
e cosi via, donde 

3 Za;.a,a^ = a4(^2a3+a2a4+ ...+a30!4+...) + a2(a|a3+«i«4+-+«s«4+"-) + ••• - 
s (Xj« + org^ + . . . + «,;,«, (mod p) 
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cioè 



«** + «**+.•. + a^^ = (raod p) 
e cosi di seguito fino cid avere 

«1 + «2 ^ . • • + a» s \ 



«f * + «j^ + . . . + a^3 = 



K (raod p) 



à^w-« a. « «-1 



(D) 



«i"* + «2*" + • • • + «m"* =0 / 

Aggiungendo alla 2"" la 1* moltiplicata per -a, , si ha 

ai(a2 - «i) + ««(«s - «i) + • • • + «m(aifi - «i) = (mod p) ; 

aggiungendo alla 3* la 2* moltiplicata per -(ai + aj) e la !■ moltiplicata per 
tti «2 , viene 

«i^-(ai+a2)ai*+«i*«t+«2'-(*i+«2)a«Ha,a4Has^-(ai+a2)a8Ha,a2a,+...=0, 



cioè 



a,(aj - «i) (of, - a») + a^ {a^ - a,) («4 - «t) + . . . = 0. (mod p) 



Shnilmente aggiungiamo alla 4* la 3' moltiplicata per — (a, + a^ + a,) , la 2* 
moltiplicata per {a^a^ + a^^^ + a^aL^) , la 1' moltiplicata per — aiOfjaj, avremo 

«1* - (ai+a2+ag)ai'+(aia2+aa0ijH-a80t0a4*-a,«a2aj+ 
+ «2* - (a|+a8+as)a2H(a,a2+c^a8+a3ai)aa*-a,aj*a3-|. 
+ «8* - (ai+at+a8)«s*+(«i«t+«i«j+«3a«)«8*-aia2a3*+ 



cioè 



«4(«4-fl'i)(a4-a2X^4-a8)+«5(«5-aiKa5-a2)(»8-a3) + — = 0. (mod p) 
Operando similmente sullo rimanenti congruenze , potremo formare il nuovo 
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quadro 

a,(a, - a,) + a,(a, - a,) + . . . + «„(«« - «i) s \ 

«j(«s - «i)(«j-aj)+a«(«t-«i)(«*-flfs) +• • •+««(a«-ai)(««-«»)sO 
«♦(«♦-ai)(a»-«j)(«*-o'j)+...+a„(«„-a,)(««-«i)(«a,-a8)3'> 



) (modp) 



(E) 



a»-»(««-i-«i)-(««-.-««-») + ««(a„-a,)-(«»-a«-»)=0 
««(«»-«i)(«m-«i)- • •(««.-««.-i)(««-«m-i)=0 



L'ultima di queste congruenze è soddisfatta quando o^ è congrua con una delle 
rimanenti radici, p. e. a„_, , rispetto al modulo ; in questo caso la penultima con- 
gruenza si riduce a 

2««_t (««-I - «i) («m-i - «t) . . . (««-4 - ««-») = 0, (mod p) 

verificata da a„_, = o„_j (mod p), e cosi di seguito fino a vedere che le (E) sono 
verificate da a( = c({S... = «„ (mod p). 

Sostituendo nelle primitive congruenze (C), si ha 

(7)«, = , (^)a,t = (^)a/ = 0,...,(;;;)«," = 0. (modp) 

Poniamo p = q^r^s®... ,g, r, s ... numeri primi: la soluzione più generale dì 
queste congruenze sarà evidentemente della forma 



a,sO (mod j) , e = gP'rT'8«'. .., 



cioè 



k essendo un numero intiero. Allora dovrà verificarsi per qualunque valore di h, 
(h) fc* q**^"""'^ '^""^'^ 8*(^-^') ...SO (mod p) 



ovvero 



Sia 



(ft) 't* 5<*-'>(P-P')-P' T(*-«)0-T')-Tf' 8(»-0(e-s')-e' . . . = Q. (mod 4) 



(!?) = </* r'''^»*»..., Da, P) = l; 



TOl. XXIV. 



12 
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perchè Tultima congruenza sia soddisfatta in generale fa d*uopo che sia, per qua 
lunqiie valore di A, 

(ft-l)(p-P')+?^-P'>0 , (A-l)(Y-f)+T/i-r>0 . (/i-l)(6-£')+eA-6' >0, ecc. 

E poiché 0^ = 'y^ = e^ = ... = O, si vede che dev'essere p'<P , t'<t > s'<e, ecc. 
Consideriamo il numero l ^ )=-irr' abbiamo che è p^ eguale alla differenza de- 
gli esponenti di q nel numeratore e nel denominatore , e cosi per Ya > ^a » <^<^<^* 

Poniamo 

h = h^q^^ + h^q^* + h^q^^ + . . . ; 
Tesponente di 9 in A! sarà 

e cosi sarà A-l maggiore degli esponenti di t ,s^ . .. in /i! ; può dirsi che per 
qualunque valore di h sono i numeri 

non minori rispettivamente di ^1 1 T« 9 Si t ••• > epperò a più forte ragione, se è 

P, - P' ■> , Ti ~ T' >^ » 6| - e' "> , ecc. 
sarà 

(/i-1)(MO+Pa-P'>0 , (ft-l)(T-y)+YA-r>0 , (h-l)(£-£')+s^-e' > 0. ecc. 

Dunque condizione necessaria e sufflciente perchè sieno soddisfatte le ultime 
congruenze cui siamo pervenuti, è 

Pi>'f' . Yi>"t' » e|>"6',ecc. cioè e = D(m,p). 

Dico che 

a,sa,s...sflt^ = (mod ^) 

è Tunica soluzione delle (C). Infatti tutt*i valori delle a che soddisfano alle (C) 
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soddisfano anche alle (E), e quindi alFuItima che può porsi sotto la forma 

+(-)"*"*««i*(ai«».-aa.t+--)+(-)"*"'*a^aia2*-afl»-i=0. (mod p) 
Ora 

aiatas+— +«ii-8a«.-»a«.iS-a«(a,at+...+a«.,a„_j)s-a«», ecc. (mod p) 

per le ipotesi fatte , così che quella relazione ritoma (^\ a^ = (mod p) , la 
quale è soddisfatta da 

a«30 (mod J) , = gP'fr 8«' . . . , 

e basta che sia 

(m-l)(p-p') + P,-^'>^0 ecc. 

ma questa relazione per 

P« < f' Ti < y Sj < e' ecc. 

non soddisfa alle (C). 

Quando dunque le (C) son verificate, si avrà, 

lOf^O (mod p •) , Zaya, = (mod p *),... , «««t ... a«sO (mod p *•) 
dove in generale \ è il più piccolo fra i numeri 

fe(g-gO + g/, ft(T-Y) + YA ft(g"0 + gi^ .,, 
P ' ìf ' e • ^^^- 

. ì = rr? — ITmT • Possiamo sempre 

supporre che sia la massima potenza di q minore di h non minore della massima 
potenza di q minore di m — /i : V ipotesi contraria ci condurrebbe agli stessi ri- 
sultati. 
Poniamo 
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m = M* + fti9*"* + •.. + (^6' + K) 3*"^' + (hft'+i + K) g*"*'"* + ... • 
Poniamo in generale 

ptr le condizioni del problema pi^ è eguale a o a 1 , mt<q-ì ; poniamo ancora 

/'6'-i + 1^0 = t^-i 9 + w-i » '»6'-2 + l^.f = 1^-2 ? 4- m., , ecc. ; 
so i? è il primo numero tale che pi_„ = 0, per ogni numero i?' > v — 1 si avrà 

e per ogni numero v" < v - 1 , m«^,« = ; allora 

+ (^1 + Vi)q^'^''* + . . . 
I massimi esponenti di q in h! , (m — A)! ,m! saranno 
fe — (ftp + ftt + . ■ m - ft - (Aiq + fc| + . . .) 

m ~ (ftp + ft, + ... +^6^.,;) - ([x,t>4-4 + l^i + |X2 + ...) ■- (^0 + m^ + ...) 

9-1 
epperò 

Pa = ^— ^- = 

9-1 ^ 



Allora 



= (5-6^ + i;)(g-l) =, 
< ^-1 <6. 



ft(P-PO + pA y fe(P-pO + ft _^ h^'-b 



dove b è Tesponente più alto delle massime potenze di q contenute in ^ e in m—h. 
Quando p' > , si ha certamente ^P""P^'^P^ < h per tutt'i valori di h pei quali 
Zip' > 6. E cosi per le gf le e ecc. 
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Quando perciò = D(m , p) > 1 a partire dai valori di h pei quali o h^'>b 
h-f > e fte' > e ecc. , e , e , . . . essendo dei numeri analoghi a 6 , sarà 

X^<h. É evidente che se D(m,p) = l, è X^Tft, messe le condizioni (C), e allora 
dovrebbe aversi 

a^ = al3i . . . = a„ s (mod p) , 

e sarebbe V^ = (mod p'^}. Ma se, come neiripotesi, ot^,a^9 ... , a^ non sono di- 
visibili per p, sarà 

V, =0 (mod pS , Vj = (mod pS , . . . , V« = (mod pS , 

dove in generale ^^ < ft, e nel caso che D(m , p) = 1 , in generale le I non diffe- 
renti da zero. Consideriamo ora Va,^., , y^^+t » ••• 5 ^m+i conterrà un certo numero 
di termini aventi per fattori una delle radici divisibili per p e le m non divisibìli 
per p, un certo numero di termini aventi per fattori due delle radici divisibili per 
p ed m— 1 delle radici non divisibili per p, e via, cosi che Yg,^| sarà divisibile 
per la potenza di p individuata dai più piccolo dei numeri 

1 + '« » 2 + 1«-4 , . . . , m + «I , m + 1 

come esponente. £ in generale T^+^ sarà divisibile per la potenza di p individuata 
dal più piccolo del numeri 

t + lm y '+l + 'm.i ,...,«+m-l+l4,« + m 

come esponente. 

Ticeversai se 1 numeri Tf , Ts > ••* > ^m soddisfano alle relazioni 

V, = (mod pS y V^ s (mod pS » • • • » "^ m ^ (mod p^"*) , 

'i ' '2 » ••• > ^m determinati come sopra , epperò in generale nulli se D(m ,p) = l , 
mentre in generale V^+i è divisibile per la potenza di p individuata dal più pic- 
colo degli esponenti 

t + ln . t + l + J„.i i + m, 

le radici deirequazione 

saranno tutte divisibili per p, ad eccezione di m che saranno divisibili per ^, se 
6=D(m,p). 
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ALCUNE PROPRIETÀ DELLE SUPERFICIE 

E DEI SISTEMI DI SUPERFICIE 
NOTA 

DEL 

Doti. SCIPIONE RINDI, 



I. Tutti i piani inclinati di uno stesso angolo 9 sopra una retta sopra un 
piano toccano una conica air 00. I piani polari dei punti di una retta rispetto ad 
una superficie generale S'^ formano una sviluppabile della classo n— 1. Dunque ri 
sono 2(n-l) punti di una retta arbitraria ì cui piani polari sono inclinati di 9 sopra 
una retta sopra un piano. Facendo passare la retta arbitraria per un polo Q del 
piano air 00, ed osservando che il piano stesso può considerarsi come bìtangente 
alla conica nominata di sopra, si vedrebbe che 2 dei 2(n-1) punti cadono in Q. 

Da ciò risulta che : 

ff II luogo dei punti i cui piani polari rispetto ad S*^ sono inclinati di 9 sopra 
a una retta sopra un piano è una superficie deir ordine 2(n— 1) che ha negli 
« (n— 1)^ centri di S* altrettanti punti doppi ». 

Si vede facilmente che, nel caso del piano fisso , la superficie per 9=90^ si 
riduce alla polare prima del punto alF 00 della normale al piano, cioè ad una su- 
perficie deirordine n—ì . Per 9=0 il luogo è la curva base del fascio formato dalle 
polari prime dei punti air 00 del piano. 

IL Sieno S" , S**' duo superficie degli ordini n , ?*' , e d una retta arbitraria, 
Ogni punto a; di d determina un piano polare ^ rispetto ad S^ e quindi una su- 
perficie S*^"'"') luogo dei punti i cui piani polari rispetto ad S**' fanno un angolo 
9 col piano S. Indicando con y le 2(n'— 1) intersezioni di d con questa superficie, 
si vede analogamente che ogni punto y determina una superficie S^("'*) che taglia 
d in 2(n— 1) punti a. Cosi fra i punti ac.y si ha una corrispondenza [2(n-l),2(n'— 1)] 
e quindi 2(n+n'— 2) punti uniti. Facendo passare la retta d per un centro Q di 
S* si avrebbero sempre in Q due intersezioni di d con S*^*"*^ e quindi anche 2 
punti uniti della corrispondenza. Lo stesso accade pei centri Q' di S**'. 
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Allora chiamando Jacohiana inclinata ài due superficie il luogo dei punti i 
cui piani polari rispetto ad esse si tagliano sotto un angolo dato , avremo che : 

La Jacobiana inclinata di due superficie degli ordini n , n' è una superficie 
deWordine 2(n+n'-2) che Zia negli (n-!)^-|-(n'-l)' centri di esse altrettanti punti 
doppi. 

Per f=90^ si vedrebbe che la Jacobiana inclinata si riduce ad una superficie 
deirordine n+n'-2 che contiene come punti semplici i centri di ambedue e che 
può chiamarsi Jacobiana normale. 

Se 9=0 si avrà un luogo che può chiamarsi Jacobiana parallela. Le polari 
prime dei punti del piano all'oo rispetto alle due superficie S",S*' formano due 
reti proiettive degli ordini n—ì ,n'-1. Per ogni retta di quel piano si hanno due 
fasci corrispondenti nelle due reti. Per un punto comune alle curve basi di due 
fasci corrispondenti i due piani polari rispetto ad S*^ , 8"' contengono la stessa 
retta all' oo cioè sono paralleli. Dunque il luogo cercato è quello dei punti comuni 
alìe curve basi dei fasci corrispondenti in due reti proiettive degli ordini n— 1 , 
n'-ì ossia una curva deirordine (*) 

(n-1)» + (n'-l)* + (n-1) (n'-l) = (n+n'-2)* - (n-l)(n'-l). 

Quindi : 

La curva Jacobiana parallela di due superficie degli ordini n , n' è deiror* 
dine (n+n'— 2)* — (n-1)(n'-l). Questa curva passa per i centri delle due super- 
fide e per i punti che costituiscono Vordinario gruppo Jacobiano delle medesime. 

Risulta da ciò che precede : 

Sulla curva d* intersezione di due superficie degli ordini n , n' esistono 
2nn'(n+n'-2) punti nei quali esse si tagliano sotto un angolo dato, ed nn'(n+n'-2) 
in cui si tagliano ad angolo retto. 

Sopra una superficie dell'ordine n esistono n[(n+n'— 2)* — (n-1) (n'—1)] punK 
per ctasevno dei quali il piano ivi tangente ad essa è parallelo al piano polare 
rispetto ad una superficie dell'ordine n'. 

HI. Prendiamo una superficie S** e un fascio F"*. 

Chiameremo Jacobiana inclinata della superficie e del fascio il luogo di un 
punto per il quale il piano polare rispetto ad S^ fa un angolo dato <p col piano 
tangente in quel punto alla superficie del fascio determinata da esso. 

Ogni punto X di una retta arbitraria d determina un piano polare $ rispetto 
ad S*. I piani polari di x rispetto alle superficie di F"* formano un fascio ; fra 
questi ve ne sono 2 inclinati di 9 sul piano |, cioè vi sono 2 superficie del fascio 



(•) Cremona, OrundgUge einer allgemtinen Theorie der Oberfldchen. Berlin 1870, 
pag. 107. 
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tali che i piani polari di x rispetto ad esse sono inclinati di 9 sopra ^. Chiamando 
y le intersezioni di queste superficie con d avremo per ogni punto x 2m punti t/. 
Reciprocamente preso un punto y , questo determina una superficie del fascio , e 
la Jacobiana inclinata di essa e della S*^ taglia d in 2(n+Tn-2) punti m. Dunque 
yi saranno 2(n+2m— 2) punti uniti. Inoltre prendendo la retta d in modo che in- 
contri la curva base del fascio in un punto P, due punti uniti cadono in P poiché 
per la tangente in P alla curva base passano due piani inclinati di <p sul piano po- 
lare di P rispetto ad S^. Ancora, se si fa passare la retta d per un centro Q di 
S*^, avendo la Jacobiana inclinata di questa superficie e di una qualunque di quelle 
del fascio un punto doppio in Q, si hanno sempre in Q due punti x e perciò anche 
2 punti uniti. 

Segue da ciò che : 

La Jacohiana inclinata di una superficie deìVordine n e di un fascio del- 
lordine m è una superficie delVordine 2(n-h5m-2) che ha la curva base del fascio 
per curva doppia e i centri della superficie per punti doppi. 

Per <p = 90® la superficie trovata si riduce ad una dell'ordine n+2m-2 che 
contiene semplicemente la curva base ed i centri di S". 

Se 9=0 ogni punto P del piano air 00 determina un fascio F**~* di polari prime 
rispetto alle superficie di F"*, e quindi una superficie S*"*** d'ordine 2m-l gene- 
rata dai due fasci proiettivi F"* , F"*"* che contiene la curva base di F*". Variando 
P sul piano air 00 le superficie S*"*"* formano una rete. Infatti presi due punti ar- 
bitrari A , B dello spazio il piano tangente in A alla superficie di F** detcrminata 
da questo punto, e il piano tangente in B a quella determmata da B hanno a co- 
mune un solo punto del piano all' 00. La rete delle superficie S*"*"' è evidentemente 
proiettiva a quella delle polari prime dei punti del piano air 00, E^ rispetto ad S", 
e per ciascuna retta di E^o si hanno due fasci corrispondenti in queste due reti. 
Un punto comune alle curve basi di due fasci corrispondenti è tale che il suo 
piano polare rispetto ad S*^ è il piano ivi tangente alla superficie di F"^ determi- 
nata da esso contengono una stessa retta all' 00 , cioè sono paralleli ; dunque il 
luogo cercato è quello dei punti comuni alle curve basi dei fasci corrispondenti in 
due reti proiettive degli ordini 2m— l,n— 1 cioè resulterebbe una curva dell'ordine 

(2m-l)» + (n-1)* + (n-l)(2m-l) = (n+2m-'2)2 - (n-l)(2m-1). 

Da questa bisogna però togliere la curva base di F*^ i cui punti non soddi- 
sfano in generale alla condizione richiesta, ma che pure appartiene al luogo delle 
intersezioni delle curve basi dei fasci corrispondenti, perchè per essa passano tutte 
le superficie della rete dell'ordine 2m-l. 

Ora se cerchiamo il luogo di un punto dotato della proprietà che l' asse del 
fascio dei suoi piani polari rispetto alle superficie di F"* sia parallelo al suo piano 
polare rispetto ad S*, si vede che questo luogo è la Jacobiana (ordinaria) delle 
quattro superficie S** , B"* , S,"* , £„ dove S*" , S|** sono due superficie qualunque 
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di P* e quindi il luogo cercato è una superficie dell'ordine n + 2m — 3. Onde tì 
SODO m*(n + 2m — 3) punti della curva base di F*" per ciascuno dei quali la retta 
ivi tangente alla curva stessa è parallela al piano polare di quel punto rispetto ad 
S*, per ciascuno dei quali cioè il piano ivi tangente ad una superficie del fascio ò 
parallelo al piano polare rispetto ad S^. Possiamo perciò concludere: 

La curva Jacobiana parallela di una superficie delVordine n e di un fascio 
debordine m è deirordine 

(n + 2m - 2)« - (n - 1 ) (2 m - 1 ) - m« 

e incontra la curva base del fascio in m*(n+2m-3) punti. 
Ne segue subito che : 

Sopra una superficie dell'ordine n esiste una cìirva delVordine 2n(n+2m-2) 
ed avente nm^ punii doppi , luogo dei punti, nei quali essa è tagliata sotto un 
angolo costante dalle superfì.cie di un fascio delVordine ra. 

Una superficie S* del fascio taglia questa curva in 2nm(n+2m-2) punti. To- 
gliendo da questi gli nm^ punti doppi restano i 

2nm(n + 2m - 2) - 2nm« = 2nm(n + m - 2) 

punti, pei quali passa anche la Jacobiana inclinata di S^ , S*". 

Sopra una superficie dell'ordine n esiste una curva dell'ordine n(n+2m— 2), 
luogo dei punti nei quali essa è tagliata ad angolo retto dalle superficie d' un fa- 
scio d'ordine m. E vi sono 

n [ (n + 2m - 2)» - (n - 1) (2m - 1) - m« ] 

punii nei quali la superficie è tagliata da superficie del fascio sotto l' angolo 0. 
Questi sono gli 

n(n*+ 3m* + 2nm - 4n - 8m + 6) (*) 

punti nei quali la superficie è toccata da superficie del fascio, e gli n(n+2m— 3) (**) 
in cui la sua sezione con Eoo è toccata da superficie del fascio stesso. 

ly. Ogni punto B determina un piano polare ^ rispetto ad S*^. I piani polari 
di B rispetto alle superficie di F*^ costituiscono un fascio , e ve ne sono 2 incli- 
nati di <p sul piano ^, ed uno solo normale ad esso. Quindi per B passano 2 Ja- 
cobiane inclinate, ed una Jacobiana normale di &^ e di superficie di F^. Ossia 



O 1. e. p. 115. 
(••) 1. e. p. 117. 

TOL. mv. 13 
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Le Jacobiane inclinate di una superficie fissa e delle superficie di un fascio 
formano un mlema oo d' indice 2. 

Le Jacobiane normali formano un fascio. 

V. Ogni punto P determina un fascio di piani polari rispetto alle superflcie 
del fascio F"*. L'asse di questo fascio si può chiamare per brevità ref/a potare di 
P rispetto al fascio F"*. 

Cerchiamo il grado della superficie rigata generata dalle rette polari del punti 
di una curva C^ rispetto ad F*". 11 luogo dei punti per ciascuno dei quali la retta 
polare rispetto ad F"* incontra una retta arbitraria d è la Jacobiana ordinaria di 
queste quattro superficie: due piani qualunque per d; e due superflcie qualunque 
del fascio; quindi è deirordine 2(m-- I). Questa taglia in 5v(m-l) punti la C^, 
onde vi ha questo numero di rette delia superficie rigata che incontrano d. 

Le rette polari dei punii di una curva d* or dine v rispetlo ad un fascio d'or- 
dine m generano una rigata del grado 2v(m— 1). 

Per v=l cioè per una retta t si ha una rigata del grado 2(?7i— 1). Ora le rette 
inclinate di uno stesso angolo sopra un piano fisso sono tutte quelle che incon- 
trano una certa conica airoo. Yi sono dunque 4(m-l) punti di t pei quali le lette 
polari rispetto ad F'^* sono inclinate di un angolo dato sopra un piano fisso. 

Il luogo dei punti le cui rette polari rispetto ad un fascio delVordine m sono 
inclinale di un angolo costante sopra un piano fisso è una superficie delVordi- 
ne 4(m — 1). 

Allora riprendiamo il sistema d'indice 2 delle Jacobiane inclinate trovato nel 
§ IV. Ogni punto Q della intersezione di due Jacobiane infinitamente vicine è tale 
che i suoi piani polari tTi t,^ rispetto a due superficie consecutive di F*^ sono in- 
clinate dell'angolo dato 9 sul piano polare x di Q rispetto ad S'S per conseguenza 
la intersezione di T,^l:^ è anch'essa inclinata di 9 sopra Xj e si può dire che Fin- 
viluppo del sistema di quelle Jacobiane inclinate è il luogo dei punti le cui rette 
polari rispetto ad F"* sono inclinate di 9 sui rispettivi piani polari rispetto ad S". 

Allora assunta ad arbitrio una retta p delio spazio, ogni suo punto x deter- 
mina una retta polare r rispetto ad F"* ; il luogo dei punti i cui piani polari ri- 
spetto ad S'* sono inclinati di 9 sulla retta r sappiamo essere un« superficie del- 
l'ordine 2(n-l) che taglierà p in 2(7i— 1) punti y. Ogni punto y determina un piano 
polare y; rispetto ad 8**, e la superficie dell'ordine 4(m— 1) trovata di sopra taglia 
p in 4(m-l) punti a?. Onde vi saranno 2(n+2m-3) punti uniti. 

L'inviluppo delle Jacobiane inclinale considerate nel § IV, ossia il luogo dei 
punti le cui relle polari rispetlo ad un fascio deW ordine m fanno un angolo 
coslante coi piani polari rispetto ad una superficie fissa dell'ordine n è una su* 
perfide delVordine 2(n4-2m-'3). 

Ne segue che : 

Sulla curva base del fascio vi sono 2m*(n + 2m - 3) punti per cia$cuno dei 



Digitized by 



Google 



)( 99 )( 

quali la tangente alla curva stessa fa un angolo dato col piano polare di quel 
punto rispetto alla superficie fissa. 

Sopra la superficie fissa esiste una curva dell'ordine 2n(n+2m-3) luogo dei 
punii le cui rette polari rispetto al fascio fanno un angolo dato coi rispellivi 
piani tangenti alla superficie. 

Per <p=90^ abbiamo veduto nel § IV che si ha un fascio di Jacobiane normali. 
La sua curva base dell'ordine {nA-m- 3)* è il luogo dei punti le cui rette polari 
rispetto ad F'" sono normali ai piani polari rispetto ad S". 

Questo luogo può anche trovarsi direttamente. 

Ogni punto P del piano all' oo, che chiameremo E^, determina una polare prima 
rispetto ad S*. La retta polare (ordinaria) p del punto P rispetto al circolo im- 
maginario C^* determina una superflcie Sj*^'""*^ luogo dei punti le cui rette polari 
rispetto al fascio F*^ incontrano P. Queste superflcie col variare di p formano una 
rete. Infatti due punti arbitrari A , B dello spazio determinano due rette polari 
a , b rispetto al fascio , le quali tagliano E„ in due punti A' , B'. La retta A'B' è 
la sola retta di E„ che incontra le rette a , 6. Onde una sola delle sopraddette 
superficie passa per i punti A , B. 

Questa rete è proiettiva a quella delle polari prime dei punti P rispetto ad 
S*. Le polari prime dei punti di una retta r di E^ formano un fascio. Le super- 
ficie Si*^"*"*^ relative alle rette che passano per il polo R della retta r rispetto a 
C^o* formano il fascio corrispondente a quello delle polari prime dei punti di r 
rispetto ad S^. La curva base dì quel fascio é il luogo di un punto la cui retta 
polare rispetto ad F** incontra tutte le rette di E^ che passano per R, vale a dire 
passa per R o giace in E^. Se per un punto Q passano le curve basi di due 
fcisci corrispondenti, la retta polare di Q rispetto ad F** o sarà normale al piano 
polare di Q rispetto ad S" o giacerà in E^,. Dunque il luogo cercato è anche 
quello delle intersezioni delle curve basi dei fasci corrispondenti in due reti pro- 
iettive degli ordini n— 1 , 2(m— 1), tolto però il luogo dei punti le cui rette polari 
rispetto ad F*^ giacciono in E^ . Ora quest'ultimo è la Jacobiana ordinaria di E^ e 
del fascio F*" cioè una curva deirordine 3(m-l)* (*)• 

L'ordine del luogo cercato è <^indi 

(n-l)H4(m-l)*+2(n-l)(m-l)-3(m-l)* = (n+m-2)*. 

Per conseguenza : 

Sopra una superficie dell'ordine n esistono n(n+m-2)* punti tali che le loro 
rette polari rispetto ad un fascio dell'ordine m sono normali ai rispettivi piani 
tangenti alla superficie. 



O Si poteva anche osservare che qnesto è pure il laogo dei poli di E^q rispetto 
alle superficie di F**. 
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Se <p=0 ogni superficie di F*" determina insieme con S* una curva Jacobiana 
parallela. La superficie generata da queste cur?e è il luogo dei punti le cui rette 
polari rispetto ad F** sono parallele ai loro piani polari rispetto ad S*, trovato 
nel § III. 

Dunque : 

Le curve Jacobiane parallele di una superficie delVordine n e delle superficie 
di U7^ fascio delVordine m generano una superficie delVordine n+2m-3. 

VI. Prendiamo due fasci F** , F*' ed una retta arbitraria d. Ogni punto x di 
d determina una superficie S^ di F*^ e un piano $ tangente in x ad essa. Il luogo 
dei punti pei quali i piani ivi tangenti alle superficie di F'*' determinate da essi 
sono inclinati di un angolo 9 sopra ^ è la Jacobiana inclinata di F*^' e di §, cioè 
(III) una superficie dell'ordine 5(-2n'-l). Chiamiamo y le intersezioni di questa su- 
perficie con d. Si vedrebbe egualmente che ad ogni punto y corrispondono 2(2n— 1) 
punti X. Onde si hanno 4(n + n' — 1) punti uniti. Diremo Jacobiana inclinata dei 
due fasci F* , F**' il luogo di un punto in cui le superficie da esso determinate nei 
due fasci si tagliano sotto un angolo dato. Osserviamo poi che ogni punto della 
curva base di uno dei due fasci determina una superficie dell* altro e un piano n 
tangente ad essa. Per la tangente in quel punto alla curva base passano due piani 
(tangenti a superficie del fascio) inclinati di 9 su tc. 

Si avrà dunque che : 
La Jacobiana inclinata di due fasci degli ordini n , n' è una superficie del- 
Vordine 4(n+n'— 1) c7ie contfene le cxtrve basi dei due fasci come curve doppie. 

Se 9=90^ la corrispondenza considerata precedentemente diviene [2n— l,2n'— 1]. 
Inoltre, per ogni punto della curva base di uno dei due fasci si ha una sola super- 
ficie normale in quel punto a quella determinata da esso nelFaltro fascio. Onde 

La Jacobiana normale di due fasci degli ordini n , n' è una superficie del- 
Vordine 2(n+n'-I) che passa per le curve' basi dei due fasci. 

Quando 9=0 si ha una curva e7aco6ta?ia parallela» che si spezza in due, cioè: 
nel luogo dei punti di contatto fra le superficie dei due fasci , che è una curva 
dell'ordine 

3(n^ + n'>) + 4nn' - 8(n + n') + 6 

che incontra in 2n*(n+n'--2) punti la curva base del primo fascio e in 2n"(n+n'— 2) 
quella del secondo ; e in una curva situata nel piano all' 00, delFordine 2(n+n'— 3), 
che passa per le n*-i-n'* intersezioni di E^ colle curve basi e per i 3(n-rl)*+3(n'-i)* 
punti di contatto di E„ con superficie dei due fasci. Le intersezioni di E„ colla 
prima curva stanno sulla seconda. 

VII. Si abbiano due fasci proiettivi F* , F"'. I piani polari di un punto ri- 
spetto alle superficie di questi formano due fasci proiettivi F^ , F, i quali gene- 
rano un iperboloide che contiene gli assi dei due fasci. Le intersezioni dei piani 
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(corrispondenti o no) che si tagliano sotto un angolo 9 generano (VI) una super- 
ficie rigata del 4® grado che ha gli assi dei due fasci per rette doppie , e che 
taglia quindi altrove T iperboloide secondo 4 generatrici. Se 9 = 90® si ha invece 
im*altra rigata del 2® che contiene semplicemente i due assi e perciò taglia an- 
cora l'iperboloide secondo 2 generatrici. Dunque nei due fasci proiettivi Fj , F, vi 
sono 4 coppie di piani corrispondenti che si tagliano sotto un angolo 9, e 2 cop- 
pie che si tagliano ad angolo retto. Onde per passano 4 Jacobiane inclinate e 
2 Jacobiane normali di superficie corrispondenti dei due fasci. Cioè : 

Le Jacobiane inclinate delle coppie di superficie corrispondenti in due fasci 
proiettivi degli ordini n , n' formano un sistema d'indice 4. 
Le Jacobiane normali ne formano uno d'indice 2. 

11 sistema d'ordine 2(n+n'-2; e d'indice 4 delle Jacobiane inclinate , che in- 
dicheremo per brevità con J(4) è proiettivo ai due fasci F" , F"'. Questi generano 
una superficie dell'ordine n-^-n' che passa per le curve basi. Il fascio F** e il si- 
stema J(4) generano una superficie dell'ordine 2(n+n'— 2)+4n=2(3n+n'-2) che con- 
tiene la curva base di F^ come curva quadrupla. La curva generata dai tre si- 
stemi proiettivi F* , F"' , J^^) è dunque dell'ordine 

2 (3n + n' - 2)(n + n') - 4n« = 2[n* + n'* + 4nn' - 2(n + n')]. 

Questo è dunque V ordine della curva luogo dei punti in cui le superficie 
corrispondenti in due fasci proiettivi degli ordini n , n' si tagliano sotto un an- 
golo costante. 

Per 9=90^ Vordine della curva si riduce alla metà. 

Se 9=0 si ha un gruppo di punti, cioè le intersezioni della superficie d'ordine 
n+n' generata dai due fasci colle due curve trovate in fine del § VI, tolte però le 
2(n+n'-2)(n*+n'^) intersezioni della prima curva colle curve basi, e le n*'\-n'* in- 
tersezioni di queste con E„. Onde: 

In due fasci proiettivi degli ordini n , n' vi sono 

(n + nO [3(n2 + n'*) + 4nn' - 8(n + n') + 6] - 2(n + n' - 2)(n* + n'«) 

punti nei quali altrettante coppie di superficie corrispondenti si toccare, ed 
(n + n') [2(n + n') - 3] - (n* + n'») 

punti di E„ nei quali altrettante coppie si tagliano sotto Vangolo 0. 

Vili. Avendo ancora due fasci proiettivi F* F*', di che ordine è il luogo di un 
punto M tale che il piano ivi tangente alla superficie S^ determinata da esso in 
F* faccia un angolo 9 col piano polare di H rispetto alla corrispondente S**' ? 

Se P è un punto della curva base di F", il fascio dei piani tangenti in P alle 
superficie dì F'*» e quello dei piani polari di P rispetto alle superficie di F**' sono 
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proiettivi, si hanno 4 coppie di piani corrispondenti che si tagliano sotto l'an- 
golo 9. Quindi il luogo cercato contiene la curva base di F" come curva quadru- 
pla. Allora sieno S** , S"' due superficie corrispondenti. Sappiamo dal § XU che 
sulla intersezione C"**' esistono 2;in'(n+n'-2) punti nei quali esse si tagliano sotto 
l'angolo 9. Questi punti devono appartenere al luogo cercato. Di più la C**' in- 
contra la curva base di F* in n»?i' punti, ciascuno dei quali conta per 4 interse- 
zioni di S* , S*' e del luogo. Dunque queste tre superficie hanno a comune 

2nn' (n + n' - 2) -K 4 n^n' = 2nn' (3n + n' - 2) 
punti. Cioè: 

Il luogo cercato è una superficie delVordine 2(3n+n'-2) che contiene la curva 
base di F** come curva quadrupla. 

Per 9=2'^ '"^8^ ^ "°* superficie delFordine 3n+n'-2. 

Ne segue che : 

Avendo due fasci proiettivi degli ordini n , n', sulla curva base del secondo 
esistono 2n'*(2u-i-n'-2) punti nei quali due superficie corrispondenti si tagliano 
sotto un angolo dato <p, ed n'*^3n+n'— 2) in cui si tagliano ad angolo retto. 

Scambiando nella ricerca precedente il primo fascio col secondo si avrebbero 
proprietà analoghe per la curva base di F". 

Di qui si trae che : 
La curva trovata nel § XVII, luogo dei punti m cui le superficie corrispon- 
denti di due fasci proiettivi si tagliano salto un angolo 9 , incontra la curva 
base del primo in 2n*(3n'-}-n~2) punti , e quella del secondo in 2n'*(3n+n'-2). 

E Valtra curva che si ha per 9 = r incontra le medesime curve basi rispettiva- 

mente in n*(3n'4-n— 2) ed n'*(3n-i-n'— 2) punti. 

Sia 9=0 , e cerchiamo il luogo di un punto Q tale che il piano ivi tangente 
alla superficie da esso determinata in F" sia parallelo al piano polare di Q rispetto 
alla superficie corrispondente in F"'. 

I punti del luogo appartenenti al piano air 00 sono i 3(n-l)* punti di contatto 
di esso colle superficie di F" , e gli {n-\-n') [2(n-fn')-3]-(n*-i-n'*) in cui superficie 
corrispondenti si tagliano sotto Fangolo 0. 

II luogo cercato è dunque una curva dell'ordine 

3(n - !)* + (n + nO [2(n -f n') - 3] - (n* + n'*). 

IX. Abbiansi in un piano due fasci proiettivi B , B"*, il primo di rette il se- 
condo di curve d'ordine m. Cerchiamo l'ordine della curva generata dagli (m-1)* 
poli di ciascuna retta r di B rispetto alle curva corrispondente C"* di B**, ossia 
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del luogo di un punto la cui retta polare rispetto ad una delle curve di B"* sia la 
retta corrispondente di B. 

Sia U il centro del fascio B e d una retta arbitraria del piano considerata 
come punteggiata prospettiva a 6, e quindi proiettiva anche a B^. Le polari prime 
di U rispetto alle curve di B"* formano un fascio B"*"'. Quelle dei punti di d ri- 
spetto alle corrispondenti curve di B"* formano un sistema 8(2""* d'indice 2. In- 
fatti le rette polari di un punto arbitrario rispetto allo curve di B*^ formano un 
fascio che taglia la retta d secondo una punteggiata proiettiva a quella determi- 
nata ivi dal fascio B ; si hanno cosi due punti uniti. Il sistema 8(2)"*""* è eviden- 
temente proiettivo al fascio B**""*, e le intersezioni delle curve corrispondenti ge- 
nerano una curva delFordine m-l+2(m-l)=3(m-1) che ha i punti base di B*"""* 
per punti doppi. Questa è la curva cercata poiché la retta polare di ogni suo punto 
rispetto ad una delle curve di B*" passa per U e per il punto corrispondente a 
quella curva nella punteggiata d, ossia è la retta corrispondente di B. 

Supponendo che il piano dei due fasci sia il piano air 00, si può concludere: 

Se si hanno due fasci proiellivi V , F"* Vuno di piani Vallro di superficie 
d*ordine m, ti luogo di un punto il cui piano polare rispetto ad una delle sth-- 
perficie di f^ è parallelo al piano corrispondente di F, è una superficie rf or^ 
dine 3(m— 1). 

Prendiamo allora due fasci proiettivi F* , F**' di superficie , e una retta arbi- 
traria d. I piani polari di un punto x ài d rispetto alle superficie di F** formano 
un fascio F proiettivo ad F**'. Allora per ciò che precede vi saranno 3(n'-l) punti 
y di d ciascuno dei quali ha la proprietà che il suo piano polare rispetto ad una 
delle superficie di F"' è parallelo al corrispondente piano di F. Reciprocamente l 
piani polari di un punto y rispetto alle superficie di F"' formano un fascio F' pro- 
iettivo ad F" e vi sono 3(ri-l) punti x i cui piani polari rispetto a superficie di 
F* sono rispettivamente paralleli ai piani corrispondenti di F'. Cosi si ha una cor- 
rispondenza [3(n-1), 3(h'-1)] che ha 3(n+n'-l) punti uniti. Onde: 

IL luogo dei punii i cui piani polari rispetto alle superficie corrispondenti 
in due fasci proiellivi degli ordini n , n' sono paralleli è una superficie deWor- 
dine 3(n+n'-2). 

Di qui si deduce che : 

La curva trovata in fine del § precedente incontra la curva base del fascio 
F* ivi consideralo in 3n*(n-hn'-2) punti. 

X. Se si ha una rete R"' dell'ordine n'. I piani tangenti : ife superficie della 
rete lungo una retta arbitraria d inviluppano una superficie della classe 3n' — 2. 
Ora poiché un piano qualunque ha colla reto una curva di contatto dell' ordine 
3(n'-l) (*), ogni piano per d è 3(n'-l)pi<> per l'inviluppo. Osservando che airin- 



(♦) 1. e. p. 108. 
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fuori di questi non vi sono altri piani multipli, e che un piano 3(n'— ì)^ conta 

per -T (3n'-3)(3n'-4) piani doppi, si vede che la sviluppabile bitangente deirinvi- 

1 

luppo trovato si riduce alla retta d contata - (3n'-3) (3n'-4) volte , ossia questo 

numero è la classe della sviluppabile bitangente. 

Per le superficie di B^', che passano per uno stesso punto di d, i piani tan- 
genti in esso formano un fascio, il cui asse appartiene evidentemente alFinviluppo, 
il quale si può così riguardare come generato da questi assi. Onde : 

L'inviluppo dei piani iangenli alle superficie di una relè delV ordine n nei 
punii d'intersezione con una rella fissa è una rigala del grado 3n-2 e di gen&re 0. 

Si prenda allora una superficie S*^. Per ogni punto x di d passa una retta s 
della rigata trovata di sopra. La polare prima del punto all' cx> di 8 rispetto ad S' 
incontra d in n~l punti y per ciascuno dei quali il piano polare rispetto ad S" è 
parallelo ad s. Ogni punto y ha un piano polare vi rispetto ad S** e la retta al- 
l' oo di questo piano incontra 3n'-2 generatrici della rigata. Vi sono quindi 3n'-? 
punti X tali che le generatrici della rigata passanti per essi sono parallele ad i]. 
Questa corrispondenza dà n+in'—ì punti uniti. Dunque : 

Il luogo di un punto per il quale Vasse del fascio dei piani ivi tangenti 
alle superficie di una rete dell'ordine n' è parallelo al piano polare rispetto ad 
una superficie dell'ordine n, è una superficie delCordine n+3n'— 3, che passa pei 
punti e per le curve, se ve ne sono, comuni alle superficie della rete. 

Ne segue che : 
Il luogo dei punti di contatto delle superficie di una rete dell'ordine n' con 
una super^cfe dell'ordine n è una curva dell'ordine n(n+3n'— 3). 

Questa fa parte del luogo dei punti nei quali le superficie della rete tagliano 
la S** sotto rangole 0. L'altra parte di questo luogo è la sezione di S^ col piano 
air 00, perchè questa in ogni suo punto è toccata da una curva della rete, sezione 
di R*' con E^. 

X. Siene R** , R**' due reti proiettive. Presa una retta arbitraria d, ogni punto 
(V di essa determina un fascio F'^ di R**, e quindi un fascio F di piani tangenti in 
X alle superficie di F\ Il fascio F*^' corrispondente ad F*^ è anclie proiettivo ad 
F. Il luogo di un punto tale che il piano in esso tangente ad una superficie S*^' di 
F**' faccia un angolo 9 col piano corrispondente a quella superficie nel fascio F è 
una superficie (Vili) dell'ordine 2(3n'-l) che taglia d in 2(3m'-1) punti y. Reci- 
procamente ogni punto y dà in modo analogo 2(37i-l) punti x, e si hanno perciò 
2[3(n+n')-2] punti uniti, cioè punti della retta d in cui due superficie corrispon- 
denti delle due reti si tagliano sotto Tangolo 9. 

Se Qi' è un punto comune alle superficie di R*^ per esso passano tutte le su- 
perficie di due fasci F|" , F,*' corrispondenti. I due fasci F, , F/ dei piani tangenti 
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in Q, sono proiettivi, e poiché i due assi r , r' sMncontrano in Q, , generano un 
cono del 2® grado che contiene r ed r' ; sappiamo inoltre che le intersezioni dei 
piani (corrispondenti e non corrispondenti) dei due fasci sotto l'angolo cp formano 
una rigata, e in questo caso un cono del 4^ grado che ha le rette r , r' per rette 
doppie. Dunque vi sono 4 coppie di piani corrispondenti che si tagliano sotto Fan- 
gelo 9. Ha le intersezioni di questi piani passano tutte per Q, , quindi in Q, quattro 
coppie di superficie corrispondenti delle due reti si tagliano sotto Tangolo f . 

Segue da ciò che : 

Il luogo dei punti nei quali le superficie corrispondenti di due reti proiellive 
degli ordini n , n' si tagliano sotto un angolo dato è una superficie delV ordine 
2[3(nH-n')-2] che contiene le basi, punti curve, delle due veli come punti qua- 
drupli e curve quadruple. 

Per 9=90'' questa superficie si riduce ad una dell'ordine 3(n+n')-2, che con- 
tiene le basi delle reti come punti doppi e curve doppie. 

Lucca, Giugno 1883. 



vot. xxìì. 14 
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SULLE SERIE RAZlOiNALI DI SUPERFICIE ALGEBRICHE 



NOTA 



DEL 



Dott. VITTORIO MURER. 



1. Seguendo il de Jonquières chiamerò serie (V ordine n ed indice [a la 
semplice infinità di superficie d'ordine n tale che per ogni punto dello spazio ne 
passino [JL, e per brevità la indicherò colia scrittura: serie [p^.r^]. 

Due superficie infinitamente vicine della serie si segano in una linea detta ca- 
ralterisHca e l'assieme delle caratteristiche costituisce per pi > 1 una superficie in- 
viluppo di quelle della serie e perciò chiamata inviluppante. Questa superficie passa 
per i punti base della serie (se esistono), quelli cioè comuni a tutte le superficie; 
per ix > 2 conterrà una linea luogo dei punti per cui passano tre superficie infini- 
tamente vicine , la linea cuspidale , e su questa , per pi > 3 un numero finito di 
punti per cui ne passano quattro successive, punii stazionari^ per i quali passerà 
anche la curva nodale , luogo delle intersezioni di due caratteristiche non con- 
secutive. 

Il de Jonquières credette, erroneamente, di poter scrivere TequazioDO d'una 
serie [|A,n] sotto la forma 

(1) .u = V»^-hW|Xi*-« + i/,X»*-«+ +w^ = 

dove le u sono forme di n^ grado nelle coordinate d'un punto e X un parametro 
variabile. Basta infatti osservare che se ciò fosse , questa forma dovrebbe essere 
possibile per una qualunque sviluppabile, essendoché una sviluppabile è anch'essa 
una serie, e precisamente una serie [[jl , 1] , se jjl è la sua classe. Ora invece è 
noto che quella forma (dove le u vanno ritenute funzioni lineari) non compete che 
alle sviluppabili razionali, o planari come le chiamò il Cayley (vedi Salmon. 
Geometria analitica dello spazio). Ognun vede pertanto che per pi > 3 quella forma 
di equazione non sussiste per tutte le serie ; ma soltanto per una particolar specie 
di esse, ch'io chiamerò col nomo di serie razionali. 
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In questa nota non mi occuperò che delle serie razionali , quelle per le quali 
adunque sia possibile un'equazione della forma (1> (*). Alcuni dei teoremi chequi 
si enunciano ho poi trovato in diverse memorie del de Jonquières e del Chas- 
Ics specialmente, e sono in parte riportati dal Salmon nel suo trattato notissi- 
mo : ma io credo opportuno di non ommetterli perchè necessari air intelligenza 
degli altri che credo nuovi, sottoponendoli a un processo uniforme di trattazione ; 
tanto più che esigevano nuova discussione perchè enunciati forse troppo in gene- 
rale e quasi sempre senza dimostrazione. 

2. Applicando alla (I) i soliti procedimenti algebrici si trova immediatamente: 

Per una serie [\k , n] la superficie inviluppante è d* or dine 2n(|JL— 1) e possiede 
una linea cuspidale d* ordine 3n*(pL— 2) e punti stazionari in numero di 4n^(iJL— 3). 
Esistono nella serie l\k(n-ìy superficie dotate di punto doppio, 

Quest* ultimo fatto esclude per una serie generale la presenza d' una linea o 
d*una superficie composta di punti doppi di superficie della serie, e permette di 
concluderne subito: 

li numero delle superficie della serie tangenti a una retta è v = 2ix(n— 1). 
Il numero delle superficie della serie tangenti a un piano è p = 3|jL(n — 1)*. 

3. Ritenendo in seguito che ii- , v , p conservino il significato ora veduto , an- 
dremo alla ricerca di alcuni numeri inerenti alla teoria «delle serie, esprimendoli 
in funzione di quei tre. I risultati sono validi anche quando , per particolari sin- 
golarità che la serie presenti, v e p non si esprimano con {jl mediante le formole 
sopra accennate: e ciò apparirà dalle dimostrazioni stesse. 

1. LHnviluppo dei piani polari d'un punto è una sviluppabile di classe pi. 

I piani inviluppano una sviluppabile , perchè sono in una semplice infinità e 
si succedono con continuità al pari delle superficie di cui sono polari. È di clas- 
se |i , perchè per il polo passano [x de* suoi piani , e precisamente quelli ivi tan- 
genti alle |JL superficie della serie che vi passano ; e ciascuno va contato una volta 
sola, giacché non può essere polare di quel punto rispetto a una superficie che 
non vi passi (**)• 



(*) Per |jL=l e [jl=2 tutte le serie sono razionali , come mostrerò in altra nota. 
Forse questo avviene anche per [j.=:8 ; ma per ora non saprei dimostrarlo. 

(•*) Faccio qni nso d'un principio che implicitamente si trova adoperato sovente, 
ma che enuncierò per amor di chiarezza e rigore. Se nn dato problema algebrico in 
un certo caso ammette n soluzioni distinte o no, ne avrà sempre n, oppure infinite. 
Acciò si possa applicare occorre tener esatto calcolo delie soluzioni che in quel caso 
particolare avessero a coincidere, come abbiamo fatto ora, mostrando che le soluzioni 
trovate andavano contate una volta sola. Facilmente si mostrerebbe la semplicità di 
certi elementi in quelli dei teoremi seguenti in cui è ammessa senz'altro. 
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II. / piani polari di iuili i punii d'una retta inviluppano una superficie di 
classe V. 

Per quella retta non possono passare dell' inviluppo che piani tangenti a su- 
perficie della serie, le quali vengono ad essere tangenti alla retta e sono quindi 
in numero di v. Per altro ciascuno di questi v piani soddisfa alla condizione e una 
volta sola; epperò, ecc. 

III. Jt luogo dei poli d'un piano rispetto alle superficie della serie è una 
curva d'ordine p. 

È il correlativo del teor. I. Nel piano assunto infatti esistono p punti soltanto 
della curva, quelli di contatto di altrettante superficie della serie. 

IV. Il luogo dei poli d'un fascio di piani, relalivamenle alle superficie della 
serie, è una superficie d'ordine v. 

È il correlativo del II. Si vede che sull'asse del fascio non esistono della su- 
perficie che i V punti di contatto con superficie della serie. Tale superficie contiene 
per il III infinite curve d'ordine p. 

V. L'inviluppo dei piani polari dei punti d'una curva d' ordine m è una 
sviluppabile di classe mv. 

Vediamo quanti piani delHnviluppo passino per una retta r. I poli dei piani 
del fascio avente per asse r si trovano in una superficie d'ordine v (teor. IV) la 
quale ha in comune colla data curva mv punti , i soli dell' inviluppo che passino 
per r. 

VI. Il luogo dei poli dei piani duna sviluppabile di classe m è una super- 
fide d'ordine mv. 

É il correlativo del precedente. 

VII. J punti di contatto dei piani d' un fascio con tutte le superp^cie della 
serie sono su una curva d'ordine v+p che taglia v volte l'asse del fascio. 

Infatti i V punti in cui la retta , asse del fascio , è tangente a superficie del 
sistema, appartengono alla curva; oltre a ciò in ognuno dei piani del fascio esi- 
stono altri p punti, i contatti delle superficie ad esso tangenti ; cosicché esistendo 
in- esso piano v+p pùnti della curva, questa sarà d'ordine v-fp. 

Vili. Il luogo dei punti di contatto dei piani d'una stella con super fi>cie della 
serie è una superficie d'ordine pi+v, avente un punto pi-plo nel vertice della stella. 

Infatti sopra una retta condotta per il vertice dato A esistono in A stesso ^ 
punti di contatto degli altrettanti piani tangenti allo superficie che vi passano (il 



Farò poi osservare che per la natura delle serie e dei problemi che considero, 
quel principio, come pure quello di Chasles ed altri simili si possono applicare; 
mentre per una serie qualunque ciò non avviene. 
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che prova che A fe i^-plo) , ed oltre a ciò ve ne sono altri v , cioè i contatti di 
questa retta con superficie della serie ; il che prova il teorema. 

Su questa superficie giacciono evidentemente infinite curve d'ordine v+p. 

IX. Vinviluppo dei piani langenli alle superficie della serie nei punii d'una 
superficie d'ordine m è una superficie di classe m(v+p). 

E invero (VII) i punti di contatto dei piani tangenti per una retta r sono su 
linea d'ordine v+p che sega la data superficie in m(v+p) punti, il che mostra che 
per r passano altrettanti piani tangenti in punti della data superficie; onde, ecc. 

X. I punti di coniano delle superficie della serie coi piani d' un inviluppo di 
classe m sono su una superficie d'ordine m(iJi-fv). 

È il correlativo del precedente. Si può del resto dimostrare allo stesso modo 
di questo, mediante il teorema. 

XI. I piani langenli nei punii d'una retta alle superficie della serie che vi 
passano costituiscono una sviluppahile della classe pi-^v. 

il quale in sostanza non è altro che il teor. YIII dal quale si formola imme- 
diatamente segando con una retta la superficie d'ordine pi+v che vi compare. 

Si può generalizzare questo risultato cosi; 

XII. I piani tangenti nei pimli d'una curva (Vordine ra alle superficie della 
serie che vi passano costituiscono una sviluppabile della classe m({JL+v), 

la cui dimostrazione è analoga a quella del n. IX. Correlativamente ; 

XIII. / punti di contatto dei piani d'una sviluppabile di classe m sono su 
una curva d'ordine m(v-i-/3). 

XIV. Il luogo dei punti dello spazio per cui i piani polari relativi ad una 
data superficie d'ordine m coincidono coi piani polari relativi alle superficie del 
sistema é una curva d'ordine 

pL(m^l)« + v(m-!) + ^ (•) 

Sia P un punto qualunque d'un piano tc. P avrà un certo piano polare rispetto 
alla superficie fissa ; piano i cui poli rispetto alle superficie della serie costitui- 
scono (teor. Ili) una linea d'ordine p , che sega t: in p punti P'. Reciprocamente 
fissato F, i piani polari di esso rispetto alle superficie della serie costituiscono 
una sviluppabile di classe iJi(teor. I) ; e poiché i piani polari dei punti di ic rispetto 
alla superficie data formano un inviluppo di classe (m— 1)', avente in comune 
colla sviluppabile |ji(m-1)* piani, cosi su it esisteranno iJi(n-l)* punti P corrispon- 
denti a P', cioè tali che i loro piani polari rispetto alla superficie fissa coincidono 
con piani polari rispetto a superficie della serie. 



O La dimostrazione è presa dal Salmon (Anal. Oeom. dea Baumes ^ Bd. 2. 
N. 468). 
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Abbiamo dunque nel piano i: una corrispondenza [p,[JL(»n— 1)*]. Per trovare le 
coincidenze, approflttando del principio di Zeuthen, vediamo che curva descrive 
P' quando P si muove su una retta. In tal caso i piani polari di P relativamente 
alla superficie fissa inviluppano una sviluppabile di classe 7n— 1 , e quelli relativi 
alle superficie della serie inviluppano una superficie di classe v (teor. II) e i piani 
comuni sono in numero di v(m-l); epperò vi sono v(m — 1) piani i cui poli si 
trovano sulla retta data ; vale a dire su questo esistono v(m— 1) punti P', il quale 
descriverà una curva d'ordine v(m-l). 

Ora il princìpio di Zeuthen insegna che se in una corrispondenza (a a') in 
un piano, a una retta corrisponde una curva d'ordine ^ , le coincidenze sono in 
numero di a+a'+p. Dunque nel nostro caso avremo 

lJi(m-l)2-i-v(/?i- I) +p ^ 

coincidenze, cioè punti per cui il piano polare rispetto alla superficie fissa coincide 
col piano polare rispetto a superficie del fascio ; il che dimostra il teorema. 

Abbiamo poi il teorema correlativo : 

XV. L'inviluppo dei piani dello spazio i cui poli rispetto ad una superficie 
d'ordine m coiìicidono con quelli rispetto alla serie è una sviluppabile di classe 

p(m — l)* + v(m- 1) + |x. 

XVI. Il luogo dei punti dello spazio per cui i piani polari rispetto alle su- 
perficie d'una serie [\k^ , nj coincidono con quelli rispetto a un'altra serie [pjjnj] 
è una superficie d'ordine l^iVjj+pijVj. 

Tediamo quanti punti del luogo sono su una retta r. Anzitutto preso su r un 
punto A, questo avrà per piani polari rispetto alla prima serie i piani d'una svi- 
luppabile di classe {Xi (teor. I) ; i poli di tutti questi piani rispetto alla seconda 
serie costituiscono una superficie d'ordine piiVj (teor. VI) , la quale segherà r in 
jji^Vj punti A'. Reciprocamente ad A' corrisponderanno ix^v, punti A, ed i punti uniti 
su r nella corrispondenza cosi stabilita saranno in numero di .i^fVs+p^z^f; onde, ecc. 

11 teorema correlativo è facilmente enunciato. 

XVII. Le superficie della serie tangenti a una curva d'ordine m e classe r 
sono in numero di pir+vm. 

Le tangenti alla data curva G^ costituiscono una sviluppabile di rango r, se- 
gata da un piano % in una curva CV di r"^^ ordine. Assumasi su C,. un punto x ; 
per esso passerà una tangente a C^ (generatrice della superficie sviluppabile) il 
cui punto di contatto sia A. Per A si conducano i [x piani ivi tangenti alle altret- 
tante superficie che vi passano ; questi piani segheranno la C^. in [xr punti y, che 
si faranno corrispondere ad x ; essendo la corrispondenza cosi fatta che x si trova 
sulla tangente in un punto A di G^ ed y su uno dei piani tangenti A a superficie 
della serie. 
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Per trovare quanti punti co corrispondono ad un punto y couduciamo da y 
i piani tangenti aHe superficie della serie, i cui punti di contatto saranno su una 
superficie d'ordine [x+v (teor. Vili) che segherà C„ in m(iJL+v) punti : conducendo 
per questi la tangente alia curva avremo determinati altrettanti punti x sulla C^. 
In questa corrispondenza sulla C^ esisteranno per la legge di Cayley ijr+m(:/+v) 
punti uniti. 

Badiamo ora che non tutti questi punti soddisfanno al problema propostoci ; 
e per vederlo chiaramente distinguiamo punti uniti M situati fuori di C^ e punti 
N situati in C^i. 

Un qualunque punto H è tale che la tangente ivi passante alla C^^ , il cui 
punto di contatto A è unico e determinato, si trova in uno dei piani tangenti in 
A a superficie della serie, avendo essi in comune i punti distinti M ed A. Ognuno 
di questi punti M dà quindi un piano passante per una tangente , cioè tangente 
alla curva data C„ in un punto A e in pari tempo tangenti in A a una superficie 
della serie, la quale sarà perciò tangente alla curva. 

I punti N situati su C^ sono gli m punti in cui C^ sega tc e per conseguenza 
la curva C^. Essi fanno ognuno rufficio di pi punti uniti. E invero se consideriamo 
N come un punto x (in C,.) e conduciamo per esso la tangente a C„ , il punto di 
contatto è ancora N, ed i corrispondenti punti y si otterranno conducendo da N 
i piani tangenti alle pi superficie che vi passano, i quali segheranno la C,. in punti 
y di cui chiaramente pi (uno per ogni piano) cadono in x ; col che è provato che 
ogni punto N fa ufficio di pi punti uniti, opperò in tutto di m\L punti. Si vede per- 
tanto che perchè i punti M, 1 soli che soddisfanno la condizione , vengono ad es- 
sere in numero di 

pir + m(pL+v) — mpi = pir + mv , 

esistono altrettante superficie della serie tangenti alla data curva, e. d. d. 

XYIII. Il numero delle superficie della serie tangenti ad una, d'ordine m è 
da(o da 

N = m { pL(m - 1)* + v(m - 1) + p }• 

E infatti la curva di cui è parola nel teor. XIV sega la data superficie in N 
punti, per i quali passa un piano tangente tanto alla data, come a una superficie 
della serie, che cosi vengono a toccarsi. 

Osservo che nel caso, implicitamente presupposto in questo e nel teor. XIV, 
in cui la data superficie non presenti irregolarità, il numero m{m-i) è l'ordine 
r (il rango) del cono circoscritto ; onde si potrà scrivere 

N = cpi + rv + mp , 

formola che sussiste anche quando la superficie presenti delle singolarità, ossia e 
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ed r non si esprimono con m nel modo ora fatto. La cosa appare dalla dimostra- 
zione del teor. XIV e dalla presente; e fu già osservata da altri (*). 

XIX. Il luogo (Vun punto M tale che la retta ivi passante della stella il cui 
vertice è un punto fisso P, e un piano tangente in M a una superficie del sistema 
segano il piano d*una curva fissa C^ d'ordine m e classe r rispettivamente in un 
punto e in una retta che rispetto alla curva piana data sono polo e polare è una 
curva d'ordine [xr+vm+p (**). 

Troviamo, per averne Tordine, il numero dei punti della curva situati nel piano 
stesso ic in cui giace la C„. Tali punti non potranno intanto giacer fuori di C«, 
perchè i soli punti della curva hanno per polare una retta che passi per il punto 
stesso. Suppongasi che A sia un punto di C^ , che soddisfi alla proprietà voluta: 
ciò significa che il piano tangente in A ad una delle superficie del sistema è se- 
gato da ic in una retta polare di A, cioè tangente in A tanto alla linea C„ come 
a quella superficie, la quale sarà quindi tangente in A alla linea. I punti A sa- 
ranno quindi tutti e soli quelli in cui superficie della serie toccano G„ , epperò 
in numero di |jLr-fvm (teor. XYll). A questi punti di C« bisogna però aggiungere 
i p punti B di contatto fra k e superficie della serie, perchè tali superficie hanno 
per piano tangente ir ; che soddisfa alla proprietà di contenere la retta polare del 
punto B. 

Resta cosi dimostrato il teorema. 

Se la curva C^ è il cerchio immaginario all'infinito, ogni retta PM sarà per- 
pendicolare in M al piano tangente di una delle superficie passanti per H, cioè le 
sarà normale ; e ne viene : 

XX. / piedi delle normali condotte da un punto P alle superficie della serie 
sono su una curva d'ordine 2(jJi-fv)-i-p la quale ha in P un punto |i-plo. 

Ne consegue : 

XXI. Le normali condotte da un punto P formano un cono d'ordine iJi+p-*-2v. 
E correlativamente quelle situate in un piano inviluppano una linea di classe 
lii+p-i-2v, onde appare : 

XXII. Le normali alle superficie d'una serie formano un complesso digrado 

lii+p + 2v. 

XXIII. Le normali condotte dai punti d'una curva d'ordine m alle superficie 
del sisteiaa costituiscono una congruenza d'ordine e di classe m(|JL-f-p-i-2v). 

E invero le normali per un punto sono le m(iii+p-f2v) generatrici del cono, di 
cui al teor. XXI, incontrate dalla data curva ; e cosi altrettante normali si trovano 
in un piano le quali passano per gli m punti in cui la curva sega il piano. 



(•) Brill {Nàth. Ann. tom. 8). 

(**) U teor. si trova nel Salmon (Anah Oeam. des BaumeSf Bd. 2). 
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XXIV. Le normali appoggiate a dtie curve d'ordine m e p costituiscono una 
superficie d'ordine 2(iJL+p+2v)mp, sulla quale la prima curva è multipla secondo 
p(lii-p+2v), e la seconda è multipla secondo m(iJL+p+2v). 

Vediamo quante se ne appoggiano ad una retta r. Tutte le| rette che appoggia- 
no ad r ed alle due curve date formano una superficie d'ordine 2mp, la quale avrà 
2mp(.-fp+2v) rette in comune (teor. XXII) col complesso formato dalle normali; 
il che dimostra che tale è Fordine della superficie di cui è parola nel teorema. 

Le normali che partono da un punto della prima curva e appoggiano alla se- 
conda sono (teor. XXI) in numero dì p<jji+p+2v), il quale fornisce la moltiplicità 
della prima curva. Analogamente per la seconda. 

XXV. Le normali nei punti d*tma retta alle superficie che ivi passano costi- 
tuiscono una superficie di grado 2ìjl+v. 

Prenderemo, per dimostrare il teorema, le mosse da una ricerca alquanto più 
generale. S*immagini data , in un piano u , una conica C ; e sia r la retta data. 
Pigliato un puntp A su r, per esso passeranno ix superficie della serie , ed i piani 
tangenti in A ad esse segheranno tc in [jl rette di ognuna delle quali si prenda il 
polo rispetto a C. Immaginando fatta la stessa operazione per tutti i punti di r 
avremo determinata nel piano una curva 6 luogo di poli, la quale sarà d'ordine 
[jL+v, perchè di classe ix+v è l'assieme delle rette i cui poli formano quella curva, 
siccome sezioni d'una sviluppabile d'egual classe S (teor. XI). 

11 modo stesso con cui dai punti di r si sono ottenuti quelli di G stabilisce 
fra essi una corrispondenza [(ji, 1] e le rette che congiungono i punti corrispon- 
denti sulle due curve che sono dì ordine 1 e pi+v rispettivamente formano, come 
subito si trova, una superficie di grado 2|jl+v. Riassumendo si vede che le rette 
che uniscono i punti a; di r coi poli, rispetto a C, delle rette in cui i piani tan- 
genti in 0? a superficie della serie segano ic costituiscono una superficie gobba di 
grado 2|iL+v. 

Ed ora facendo l'ipotesi che G sia il cerchio immaginario all'infinito, le rette 
della superficie gobba diverranno perpendicolari ai rispettivi piani tangenti ossia 
normali alle superficie, e ne risulta il teorema enunciato. 

Con ragionamenti analoghi si prova che in generale : 

XXVL Le normali nei punii d' una curva d' ordine m ade superficie della 
serie costituiscono una superficie di grado (2|jLH'V)m , per la guale quella curva 
è (i-pIa. 

XXVIi. I piedi delle normali condotte dai punti d' una curva d' ordine m 
alle superficie della serie sono su una superficie d' ordine m(2|ji+v) per la quale 
la data curva è multipla secondo fx. 

E invero le normali che hanno i piedi su una retta costituiscono una super- 
ficie d'ordine 2|ji+v (teor. XXV) la quale incontrerà la curva data in Yn(2|jL+v) punti ; 
per ogni punto della curva passano poi |& normali alle \l superficie che vi passa- 
no, onde ecc. 
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4. Veniamo ora al riferimento proiettivo delle serie. Due o più serie le cui 
equazioni siano scritte sotto la forma (I) si potranno riferir proiettivamente fra 
loro stabilendo una relazione lineare fra i parametri, o senz'altro facendo corri- 
spondere due superficie date dallo stesso valore del parametro. 
Ciò posto abbiamo i seguenti teoremi : 

L'intersezione delle superficie corrispondenti di due serie [jji, , n J , [[x, , n^l 
riferite proiettivamente è una superflue d'ordine i^in^+mn,. 

Poiché fissato su una retta r un punto x, per x passano v-i superficie della 
prima serie le quali ne determineranno altrettante nella seconda, che segano r in 
jji,nt punti y. Viceversa y determina jx^n, punti aj, opperò su r esisteranno ptin,+|ijn| 
punti intersezioni di superficie corrispondenti. 

L'intersezione delle superficie corrispondenti di tre serie proielUve [pt|,n,l, 
[l^t } ^2] f Ih I ^sl ^ ^^^ curva d* ordine 

|Xt.n,n8 + |ij.n,n3 + iÌ8-n,na. 

I punti d*intersezioni delle superficie corrispondenti si trovano sulle tre su- 
perflcie U| > U2 , U, , di ordine rispettivamente 

che quelle tre serie generano a due a due. 

La superficie U| sega un piano qualunque ic in una linea d*ordine N|. Fissato 
su essa un punto X, questo determina due superficie, una della seconda e la sua 
corrispondente della terza serie, che vi passano, alle quali corrisponderà una della 
prima serie che segherà la curva in Nin, punti y. Viceversa ad y corrisponderanno 
nella stessa curva n^n^ punti a? e la corrispondenza cosi fissata sulla curva pos- 
sederà 

coincidenze : e. d. d. 

Le tre superficie U, U^ Uj s'intersecano a due a due nella curva d'ordine 
(diremo) generata dalle tre serie ed oltre a ciò in altre tre curve rispettivamente 
d'ordine 

0(iJt|-l) + n,*.pi2tJis , 0(ixt-l) + n,* -11.1x1 , 0(iis-l) + ns*-Ril*t» 

che nel caso dei fasci ordinari, cioè per pL,r=jjL,=jjij=l sono precisamente le tre 
curve d' ordine rii* , Wi* , «,*, basi dei fasci stessi. 

I punii dello spazio per cui passano 4 superficie corrispondenti di 4 serie 
[jx, nilfecc, sono in numero di 

lX|-n»n3n4 + ix,*n3n4n| + ixa'n4n|nj + 1x4*01 n,n,. 
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Snlla curva£d*ordine determinata dalle prime tre serie, ]a quarta stabilisce una 
corrispondenza [0^4 jniWjnj'jiiJ,* la quale si trova possedere appunto coincidenze 
nel numero dato dal teorema. 

Quelli ora enunciati conducono nel caso in cui T indice delle serie sia Tunità 
a teoremi noti sui fasci, che si rinvengono nei Preliminari del Cremona. Osser- 
veremo poi che si possono applicare alla dimostrazione dei teoremi del n. 2 e di 
alcuni del n. 3. Per darne un esempio faremo ancora la ricerca del numero delle 
superficie con punto doppio in una serie, senza ricorrere alla teorìa dell* elimina- 
zione, colla quale osserviamo che si sarebbe potuto facilmente dare la dimostra- 
zione dei teoremi di questo numero. 

Se U è Tequazione della serie data [pi , n], aifinchè un punto x^yX^^x^^x^^ 
6ia doppio per superficie di essa occorre siano soddisfatte le equazioni 

dx, " ' 90?, " ' 30?, " ' dxr 

le quali si possono considerare come rappresentanti 4 serie d'ordine n— 1 e d'in- 
dice ix riferiti proiettivamente. Per il terzo dei teoremi enunciati esistcrannd 
4(i(n-l)' punti per cui contemporaneamente sono soddisfatte, per lo stesso valore 
del parametro, quelle equazioni ; e ognuno di essi è doppio per la superficie che 
corrisponde a quel valore del parametro. Ciò che concorda con quanto si sa dal n. 2. 
5. Scriveremo ora Tequazione della serie sotto la forma simbolica 

dove 

Oa? = ^1^1 + ^2^» + ^«^3 + ^iX^ , a^ = a^\ + a,X,. 

La U si può considerare tanto come forma quaternaria delle x , che come 
forma binaria nelle X. Nel primo caso si considera X come costante (del resto qua- 
lunque) e le forme invariantive inerenti si riferiscono alla superficie data da quel 
valore del parametro. Nel secondo invece, ritenendosi le x come costanti, si con- 
siderano i parametri delle superficie passanti per il punto dello spazio cui compe- 
tono quelle coordinate : e le forme invariantive danno proprietà dei parametri di 
queste superficie. E precisamente, un invariante non contenendo più il parametro, 
ma solo le coordinate, rappresenta eguagliato a zero una superficie luogo dei punti 
dello spazio per i quali i parametri delle superficie sono nelle relazioni espresse 
dairannullarsi di queirinvariante. Cosi il discriminante rappresenta l'inviluppante 
della serie, come quella che è il luogo dei punti per cui passano due superficie 
dello stesso parametro, cioè coincidenti (infinitamente vicine). Un covariante, con- 
tenendo anche il parametro, rappresenta una nuova serie ; e sarà immediatamente 
noto dalla teoria delle forme binarie in che relazioni si trovino i parametri delle 
superficie di questa e della data serie passanti per uno stesso punto qualunque ; 
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come pure quelle in particolari relative ai punti base di quella serie (se esistono) 
per i quali il covariante si annulla identicamente (*ì. 
Cosi la forma 

rappresenta una serie d'ordine n ed indice v-'-a^ che si potrebbe chiamare polare 
pararoetrica g"^« del polo t rispetto alla data serie. Le [jl superficie di U e le |jl-9 
dì questa serie che passano per un medesimo punto sono fra loro nelle relazioni 
parametriche note dalla teoria delle forme polari. Le due serie hanno a comune 
la superficie che corrisponde al valor t del parametro variabile X ; e ad esempio 
nel caso di |ji=:2,o=:l, ad essa è coniugata armonica la superficie della serie pò* 
lare passante per un dato punto rispetto alle due della data serie che per lo stesso 
punto passano. 

Ha, lasciando la questione d*una forma generale, su cui in questo senso e* è 
poco da dire, esaminerò i casi che [jl=2, 3, 4, come quelli per i quali sono noti e 
il sistema completo delle forme invariantive e i significati geometrici espressi dal 
loro annullarsi. 

Caso dì jji = 2. - Scrivendo l'equazione della serie cosi: 

WoX,* + 2U^ X, Xj + Ui Xj* = Ux^ = Vj^* = 

l'invariante dì questa forma binaria di 2^ grado è il discriminante 

(wv)* scritto sotto forma reale , u^u^ — u^* 

che eguagliato a zero dà l'inviluppante d'ordine 2n. 

I punti comuni alle superficie Uo=0 , m,=0 , t/j=0 sono basì per la serie e punti 
doppi per la inviluppante, come appare dalla sua equazione ; la quale mostra poi 
come l'inviluppante si possa generare colla intersezione delle superficie corrispon- 
denti dei due fasci proiettivi 

Per due serie 

si hanno ì tre invarianti simultanei 

D = (t4tJ)» = , D's(uu')^ = , D" = (wV)« = 



(*) Non occorre dire che applicheremo alle superficie d'una serie tutte le deno- 
minazioni in uso per una successione qualunque razionale dì elementi ; e che ad es. 
diremo armoniche quattro superficie se armonica è la forma dei loro parametri. 
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D=:0,D"^0 sono le inviluppanti delle due serie; D'>=0 rappresenta una superflcie 
d*ordine n+n' luogo dei punti dello spazio per i quali le due superflcie della prima 
serie separano arraonicamente lo due ivi passanti dolla seconda. E in generale la 
forma invariantiva 

R = D'* (a - D* - DD" (a + 1 )» = 

è requazione d' una superficie d' ordine 2(n + n') luogo dei punti dello spazio per 
cui le quattro superflcie delle due serie che vi passano hanno il rapporto anar- 
monico a. 

Considerando a come un parametro variabile la B = rappresenta una serie 
d'indice 2 ed ordine 2(n+n0» che ha per basi le due curve in cui D'=0 è segata 
dalle due inviluppanti D=0 , D"=0, e per le cui superflcie tutte sono doppi i punti 
comuni alle tre superflcie D=0 , D'=0 , D''=0. Alla serie appartiene per a = — 1 la 
superficie D' = 0. contata due volte, e per a = l F assieme delle due inviluppanti 
D = , D" = 0. L' inviluppante è 

D'* D D" = 

cioè si spezza in D'=0 contita due volte, in D=:0 e D"=0 , che nel loro assieme 
formano una superficie d*ordine 4(n-i-n'). come deve essere dalla formola generale 
del n. 2. 

Finalmente il covariante simultaneo delle due forme 

rappresenta una serie dlndice 2 ed órdine n-\-n' ; e le due superflcie di essa che 
passano per un punto costituiscono gruppo armonico tanto colle due della prima 
che colle due della seconda serie che per lo stesso punto passano. 
Per tre serie 

r invariante simultaneo 

(ttu')*(u'u")*(tA"iA)* = 

rappresenta una superflcie d'ordine 2(n+n'+n")» luogo dei punti dello spazio per 
cui le tre coppie di superflcie appartengono alia stessa involuzione. 
Cmo di iJL = 3. Scrivendo Tequazione della serie sotto la forma 

le forme del sistema completo sono 
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La R=0 dà Finvìluppante, superQcie d*ordinc in. 

La A:=0 rappresenta una serie dlndice 2 ed ordine 2n, la quale ha por base 
la linea cuspidale della serie data (giacché A si annulla identicamente per 3 ra- 
dici eguali di f). Scrivendo per disteso la forma A si ha 

A = X,* (UqU^ - M|*) + X,Xj (U0W3 - u^u^ + V (Wf^s - ^2*) 
la quale equazione mostra che la linea cuspidale è rappresentata dalie equazioni 



ossia 



Uq _v± 



t*s 



Le superficie rappresentate dalle prime due equazioni hanno a comune una 
linea d*ordine 4a*, che si spezza nella Wo=0 , 1*4=0 che non soddisfa chiaramente 
la terza equazione» e in un'altra d'ordine 3n* che soddisfa a tutte e tre, e che è 
la linea cuspidale ; e ciò in accordo colla formola generale del n. 2. 

Perchè A ed /* hanno lo stesso discriminante : 

/ fasci A ed f lianno la stessa inviluppante. 

La Q=0 rappresenta una serie d'indice 3 ed ordine in. Poiché quando jf ha 
due radici eguali, Q le ha tutte e tre eguali, emerge che : 

Per ogni punto dell'inviluppante R=0 passano tre superficie coincidenti di 
Q=0 ; cioè in questa serie abbiamo una doppia infinità di punti cuspidali (non 
una semplice^ come in generale) costituenti Vinviluppante di f. 

Poiché Q si annulla identicamente quando f ha una radice tripla, si ha che : 

La serie Q ha per base la linea cuspidale della serie data. 

Dalle note relazioni tra f, Q , A, si ha, fra le altre ; 

Le ire superficie della serie data t, come pure le tre della serie Q che pas- 
sano per un dato punto dello spazio formano con ognuna delle due della serie 
A che passano per lo stesso punto, un gruppo equianarmonico. 

Caso di (1 = 4. Sia il sistema rappresentato dalle forme 
0=zf= w^X|* + lUi\i% 4- 6UaX,*Xj* + iWaX^Xj» + u^\* = Ux* = Vx* s w^^ = w/. 
Le forme del sistema completo sono 
H = (wt?)*Ux*t?x* » T = (ui?)*(uw)*ttxV^x' » i = {uvy , i = {wv)\vwy{wu)\ 
Il discriminante 
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posto eguale a zero rappresenta la inviluppante, superficie d'ordine 671, come deve 
essere dalla formola generale. 

La 1=0 è una superficie d'ordine 2n luogo dei punti per cui le 4 superficie d 
f che vi passano costituiscono gruppo equianarmonico ; e la ^=0, superficie d' or- 
dine Sn, analogo luogo per i gruppi armonici. 

La completa intersezione di {=0 con /=0 è la linea cuspidale, che risulta cosi 
dordine 671*9 come deve essere dalla formola generale. 

Il covariante 

eguagliato a zero rappresenta una serie d'indice 4 ed ordine 4m, la quale ha per 
base la linea doppia nodale deUinviluppante della f, giacché il suo annullarsi 
identico conduce a due radici doppie distinte per la f. Le cinque equazioni non 
indipendenti, cui quell'annullarsi identico conduce, rappresentano 5 superficie d'or- 
dine 471, la cui intersezione comune (non completa) è la linea doppia. 

Se H è identicamente nullo la /* ha 4 radici eguali ; onde i 4n' punti stazio- 
nari dell'inviluppante della data serie si trovano nelle S superficie che corrispon- 
dono alle equazioni 

u^v^ - Wi* = , VqU^ - u,W2 = , UoU^ + 2u,M3 - 3m2* = 
^1^*4 - Wj^a = «2U4 — W5* = 

che si riducono alle 

U, Vj 1*3 «4 

H-0 è una serie d'ordine 2n ed indice 4 avente per punti base quelli stazio- 
nari della f^O. E poiché quando f ha una radice doppia, anche II la ha, e quando 
f ha una radice tripla, H ne ha una quadrupla, segue : 

La inmlu^ppanle della serie data f fa parte di quella della serie H, la quale 
ha ifì/lnili punii stazionari: tulli quelli della linea cuspidale di f. 

Altre proprietà si hanno dalle note relazioni di queste forme invariantive. Il 
quarto scorrimento di H su sé stesso é 

(HH)4= (iit?)*(toio)»(uu^)«(t?u))* 

e per il teorema di Gordan si deve avere 

(HH), = |x.i«. 

Ne risulta che (UE)^ = è T equazione della superficie i » contata due volte : e 
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poiché il quarto scorrimento d*una forma di 4^ grado su sé stessa e il suo inva- 
riante i, segue che : 

Il luogo dei punii dello spazio per cui le 4 superficie della serie H formano 
gruppo equiunarmonico è quello stesso di f ; cioè la superficie i=0 (da coniarsi 
due volle). 

La forma bessiana deirhessiana H, che indicherò con H', è notoriamente 

Fatto t = ; = la H' si annulla identicamente, onde 

La serie H' = ha per base i punii cuspidali della f . 

Per altro osservando che H' è nelle stesse relazioni con H di quello che li 
rispetto ad f, si trova : 

la inviluppante di f fa parte delle inviluppanti di H , H', . . . e di tutte le 
st^ccessive forme hessiane. La linea cuspidale di t è formata di punti stazionari 
per H ed è base di W (giacché se f ha radice tripla^ H ne ha una quadrupla , 
e adora H' si annulla identicamente). 

6. Altre proprietà di una serie razionale si hanno considerando la forma 
U = a^^^a^^ come forma quaternaria nelle x e trovando le relazioni fra essa e le 
serie rappresentate da forme invariantive della fondamentale. 

Così la forma polare r™* 

rappresenta una serie d'ordine n-^r ed indice [x formata dalle polari r™® delle su- 
perficie della serie data rispetto a un polo y . Questa serie è riferita proiettiva- 
mente alla data e con essa genera una superficie d*ordine ^(ìn - r). Nel caso di 
r=^ì si trova che Tordine della superficie luogo dei punti di contatto dei piani tan- 
genti condotti da y alle superficie della serie è 

jii(2n-l) = |ii + 2|jL(n-l) = ii + v; 

e 81 ha cosi di nuovo il teorema Vili del n. 3. 
La forma hessiana, scritta simbolicamente,*è 

H = a/-« 6/-* e/-* d/"* (a 6 e d)« a^»^ ^/ Tx*" h^ = 

adottando quattro serie equivalenti di simboli a,a ; b,^;c,Y ; (I,S* La si ricava dal- 
'eliminazione delle y fra le quattro equazioni 
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GODdisìoni d*uQ punto doppio per le prime polari dì y rispetto alle superficie delU 
serie. Se fra queste equazioni si eliminassero le x si troverebbe un'equazione S=0, 
che per la teoria dell'eliminazione è di grado 4(«— 5)' nelle y e 4pL(n— 2)^ nelle X 
e che quindi rappresenta una serie d'ordine 4(?i— 2)' ed indice 4pL(n— 2)«, che po- 
tremo dire serie steineriana della data; mentre H=0 rappresenta una serie d'or- 
dine 4(n-2) ed indice 4[ji, che diremo hessiana della data. 

Le note proprietà dell'hessiana e della steineriana d' una data superficie ci per- 
mettono di stabilire le relazioni che le serie H ed S hanno colla data U« 

Fissato un valore del parametro comune X restano fissate tre superficie ujh,s 
nelle tre serie U, H. S ; la superficie h è l'hessiana e la s è la steineriana della u. 
E precisamente k è il luogo tanto dei punti doppi delle prime polari di u, come 
dei punti per cui sono coni le quadriche polari di u; e la s è tanto il luogo dei 
poli di quelle prime polari, come dei vertici di questi coni. 

Le serie sono poi riferite proiettivamente, essendo corrispondenti due super- 
ficie date dallo stesso valore del parametro. Due superficie corrispondenti h ed s 
poi sono, per la loro stessa definizione, punteggiate proiettivamente, e le rette che 
congiungono i punti corrispondenti formano una congruenza G , che per analogia 
dirò congruenza cayleyana di u (superficie di cui ?i è l'hessiana ed s la steineriana). 
Tutte le congruenze ottenute in tal modo dalle infinite superficie della serie costi- 
tuiscono un complesso, che dirò complesso cayleyano delia data serie U. 

Per trovare l'ordine e il numero dei punti singolari di questo complesso pre- 
metterò un lemma generale. 

Date due serie di superficie d'indice ^^ e |jL| riferite proiellivamenle se due 
superficie corrispondenti sono punteggiate proiettivamente in guisa che ai punti 
dette superficie della prima serie situati su una reità corrispondano nella seconda 
punti d'una curva d^ordine a, , e reciprocamente ai punti delle superficie della 
seconda , serie situali in una recita cornspondano sulla prima punti d'una curva 
d'ordine a, , allora le rette che congiungono i punii corrispondenti delle super- 
ficie delle due serie formano un complesso di grado a^ a^ avente \^^^•^v^t-\^a^-{■7^ 
punti singolari (per ognuno dei quali passa una stella del complesso). 

Tediamo infatti quante rette del complesso passano per un punto e appoggiano 
a una retta, numero che sarà poi il grado del complesso. 

Assunto un punto e una retta r, e su questa un punto variabile co, si con- 
duca Ox ; ai punti delle superficie della prima serie situati in Ox corrisponderanno 
per ipotesi nella seconda punti d'una curva d'ordine a^ , che proiettati da da* 
ranno un cono che segherà r in a^ punti y. Reciprocamente fissato y si troveranno 
tti punti corrispondenti x. I punti uniti saranno quindi in numero di ai+o, , e ne 
risulta tosto che ai+a, è l'ordino del complesso. 

Per avere il numero dei suoi punti singolari si osservi che questi hanno luogo 
allora e solo allorquando due punti corrispondenti nelle due serie avessero a coin« 
cidere. Ora si osservi che la corrispondenza stabilita fra le superficie e fra i punti 
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delle superficie corrispondenti si risolve in una corrispondenza fra i punti dello 
spazio ; e questa è tale che a un punto x corrispondono ]L^ punti y , e viceversa 
ad y corrispondono pij punti a? , in guisa che se x percorre una retta , y percorre 
una curva d'ordine «i, e se j/ percorre una retta, x percorre una curva d'ordine 
aj. Per il teorema di Zeuthen esisteranno a|+a2+P^i+P^2 pun^i che coincidono 
coi loro corrispondenti, e il nostro lemma è cosi completamente dimostrato. 

Per applicarlo ora al complesso cayleyano C esamineremo la corrispondenza 
fra le serie H ed S. Indicando con x un punto d'una superficie k e con y il cor- 
rispondente punto della corrispondente s, incominceremo a vedere che superficie 
descrive x quando y percorre un piano, che potremo supporre il piano 2/4-©. Se 
insieme alle equazioni scritte precedentemente per ricavarne l'equazione di II fac- 
ciamo sussistere la 2/4=0 , abbiamo S equazioni fra le S quantità 

se si vuole, 4 equazioni fra le quattro quantità 2/1 , 3/2 . 2/3 > ^ ( che si hanno po- 
nendo 2/4=0). Eliminando queste 4 quantità che entrano complessivamente al grado 
jjL+l in ciascuna equazione avremo un'equazione che, (osservando che le x già in 
quelle equazioni entravano al grado n—1) per la teoria dell' eliminazione si trova 
di grado 4(jx-h1)'(a— 2) nelle x. Questo vai quanto dire che se y si muove in un 
piano, X si muove su una superficie di ordine 4([JL+l)'(n-2). E con analogo pro- 
cedimento si trova che se x si muove in un piano , y percorre una superficie di 
ordine 4(n-2+ix)'. 

11 primo di questi risultati viene a dirci che, fissata una retta r e un piano ic, 
esistono su r dei punti x in numero di 4(pLfl)^(n--5) i cui corrispondenti y sono 
in t:, e non altri; cioè che se x percorre r, y percorre una curva che ha 4(yL-hl)5(7i— ?) 
punti in t:, cioè una curva d'ordine 4([i.+ I)3(?i— 2). Analogamente si vede che se t/ 
percorre una retta, x percorre una curva d'ordine 4(|jL+n-2)'. 

E allora il nostro lemma ci porta a concludere che : 

Le relle che congiungono i punii corrispondenli delle superficie che fra loro 
si corrispondono nelle due serie H ed S formano un complesso d'ordine 

4|([ii-h1)»(n-2) + (n-2 + iiL)M 

avente 

4l(|ii + l)«(n-2) + (n--2 + iJi)» + pL + tJi(n-2)»} 

punti singolari. 

Faremo finalmente osservare che , poiché ogni superficie della data serie 
Boga la sua corrispondente hessiana (nella serie H) nei propri punti parabolici^ 
dai teoremi su due serie proiettive si ha subito ; 
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J{ luogo dei punii parabolici delle superficie della serie U è una superficie 
d'ordine 8iJi(n-l) (*). 

Como, 6 Settembre 1885. 



(•) Troverò, a titolo d'appendice a queste ricerche, l'ordine e la classe della con- 
gruenza caylejana , che finora credo non sia ancora stata studiata. Premetterò un 
lemma generale : 

Se due superficie d'ordine m ed n sono punteggiate proiettivamente in guisa che 
in un piano si trovino p coppie di punti corrispondenti , le rette che congiungono i 
punti corrispondenti costituiscono una congruenza d'ordine m+n+p e di classe p. 

Siccome per ipotesi in un piano esistono p coppie di punti corrispondènti è chiaro 
che la classe della congruenza è p. 

Per sapere poi quante rette passino per un punto si osservi che ogni retta x 
uscente da sega la prima superficie in m punti a cui corrisponderanno sull' altra 
superfìcie punti che uniti con daranno m rette y. Beciprocamente a una retta y 
corrispondono n rette x. Nella stella di raggi di abbiamo così stabilita una corri- 
spondenza [m , 92] ; oltre a ciò in un piano della stella si trovano p coppie di rette 
corrispondenti, che sono chiaramente quelle che da proiettano le p coppie dì punti 
corrispondenti in quel piano. Dunque per il teorema del Salnìon (riportato dalla 
geometria del piano a quello della stella) esisteranno m'\-n'\-p coincidenze opperò da 
usciranno altrettante rette della congruenza. 

Per applicare questo lemma al nostro caso incominceremo ad osservare che la 
hessiana A e la «teineriana s d*una superficie u sono rispettivamente d'ordine 4(«— 2) 
e 4(n— 2)3. Non ci resta a trovare che il numero delle coppie di punti corrispondenti 
situate in un piano. 

Se insieme airequazione 

du du du du ^ 

sì scrive quella d' xm piano arbitrario , che supporremo per semplicità quello y^ = 
avremo l'equazione d'una rete d'ordine n— 1, i cui punti doppi formano, come è noto, 
una linea d'ordine 6(n— 2)^, la quale giacerà sulla h. Ne segue che se un punto y 
della 8 si muove in un piano il corrispondente x sulla h percorre una curva d'ordine 
6(n—2f. E poiché questa sega il piano in 6(n— 2)' punti, che in questo piano hanno 
i loro corrispondenti , ciò dimostra che in un piano esistono altrettante coppie di 
punii corrispondenti. E allora, applicando il lemma, si trova : 

Za congruenza cayleyana 6 ffuna superficie {di n^^ ordine) è di ordine 

4(n _ 2) + 4(w - 2)» + 6(» - 2)* = 2(n - 2) { 2n» - 5n + 4 } 
e di classe 6(«-2)«. 
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PER 

E R N ESTO C ES A RO 

Studente in Roma. 



1 . Dipenda una somma dal modo di presentarsi d' un avvenimento , e siano 
^1,(72.03, ... i differenti valori che può assumere. Rappresenti, inoltre, p^ la pro- 
babilità che il valore della somma sia a^. È noto che limporlanza della somma 
eventuale considerata è uguale alla somma delle speranze malemaiiche, relative ai 
differenti modi di presentarsi deiravvenimento aspettato. Essa è dunque 

OjPi + ajPj + «aPs + • • • > 

è rappresentata cioè dalla media arilmetica di tutti i possìbili valori della somma, 
tenendo conto della frequenza di ciascun valore. Questa semplice osservazione è 
molto utile per lo studio grafico di alcune questioni di probabilità, ed in partico- 
lare nella questione del diamanle roitOj trattata analiticamente dal Laurent nel 
suo TratlalOy (pag. 134). 

2. « Un gioielliere riceve la notizia che un suo diamante grezzo si è rotto 
in tre pezzi- È presente una persona^ che gli propone di comprare questi pezzi 
senza paragonarli prima tra loro. Che somma deve sborsare? ». Si ammette che 
il valore del diamante grezzo varia in ragione diretta del quadrato del volume. Se, 
dunque, x ,y ,z sono i rapporti dei volumi dei tre pezzi al volume del diamante 
intatto , e se il prezzo di questo vien preso come unità , il prezzo del diamante 
rotto sarà 

Poiché la somma dei rapporti x^y ,z, è uguale airunità, ciascun modo pos- 
sibile di rottura del diamante può essere rappresentato da un punto P, preso al- 
rìnterno d'un triangolo equilatero, la cui altezza sia 1. Le distanze di P ai lati 
del triangolo rappresentano i rapporti x,y,z> Ora, se indichiamo con 11 la distanza 
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di P al centro di graviti 6 del triangolo, si trova facilmente la relazione 

la quale mostra che gli infinili modi di rollura, pei quali il diamante conserva 
un prezzo invariabile a, sono rappresentati dai punti di una circonferenza^ col 

centro in G ed il raggio uguale a x/of^^'ó)* P^^ trovare la media aritmetica 

di C3, basterà perciò ricercare la media p* di R*, relativa a tutti i punti interni 

3 1 

al triangolo, e si avrà poi o P^ + ^^^^ importanza della somma aspettata dal 

compratore, e, per conseguenza, come valore del prezzo a, che il gioielliere potrà 
equamente pretendere. Ma è noto che p è il raggio di girazione del triangolo , 
rispetto al suo centro di gravità. Per un triangolo qualunque , si sa che il qua- 
drato di tale raggio è la 36* parte della somma dei quadrati dei lati. Nel caso 

2 
attuale, i lati hanno il valore comune --=. Ne segue : 

V 3 

1 1 

P = 3 ' ^ = 2- 

Il compratore deve dunque sborsare la metà del prezzo primitivo del dia- 
mante. 

3. Farà egli un buon affare ? Finché R non è superiore ad ^ , la circonfe- 
renza di centro 6 , di raggio R , è intema al triangolo , ed include tutti i punti 
pei quali il prezzo del diamante non è superiore a a. Prendendo il rapporto tra 
l'area del cerchio e quella del triangolo, si trova che 






V3 

esprime la probabilità che il prezzo del diamante riuscirà inferiore a vs^ purché 
a non sia superiore ad ^ . Per n = ^ , lultimo risultato diventa 

^^ = 0,60460 

Si vede perciò che, probabilmente, è il gioielliere che ha fatto un buon af- 
fare. Ciò non urta l'equità, ma contribuisce» invece, a stabilirla. Infatti , mentre 
il guadagno del compratore può andare fino al 100 % , quello del gioielliere non 
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oltrepassa mai il SO % , ed è però giusto che , in compenso » abbia il gioielliere 
maggior probabilità di guadagnare. 

4. Le formole dimostrate nel nostro articolo Alcune misure negli ip&rspazii 
ci mettono in grado di risolvere geometricamente il problema del diamante rotto 
in n pezzi. Preso un ente regolare E„.| di altezza 1 , si determina un punto P 
mediante le sue distanze x agli enti che limitano E^., , le quali distanze soddi- 
sfano alla relazione 

a?, + flCj + a?s + . . . + x„ = 1 , 

e possono perciò rappresentare i rapporti dei volumi degli n pezzi , in cui si è 
diviso il diamante, al volume totale. 11 prezzo del diamante rotto è 

» = a3,« + a?2* + ^a'^ + • • • + ^n- 

Se R è la distanza di P al centro di gravità di E„_| , abbiamo dimostrato , 
nella Nota citata, (form. 8), che 



n - r* ^ 2(n - 1) ' 
dove e è la lunghezza dei lati di E„_|. Dunque, Tiraportanza della somma aspettata è 

n ^ , e* 



= 



n-lP''^2(r»- l)* 



essendo p il raggio di girazione di E„., , relativamente al suo centro di gravità. 
Ora, si sa che tale raggio è dato, (form. 10), da 

n*(n+l)p* = cS + c,* + C3*+ . . . =:!i^!LIi)c^ 

Ha, essendo Taltezza di E„.| uguale all'unità, abbiamo, (form. 4) 

n-1 



-i"^ . 



P = 



n vn + l 

e, per conseguenza, 

2 

= 



n + ì' 

Questa è la somma che il compratore deve sborsare. 

5. Anche qui possiamo domandarci: Farà egli un buon affare? Siccome il 
minimo prezzo eventuale del diamante, che corrisponde, evidentemente, alla rot- 
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tura in pezzi uguali, è -, il massimo guadagno relativo del gioielliere non si 

spinge mai oltre — ^. Invece, pel compratore può andare fino ad — ^. Al gio- 
ielliere dovrà perciò essere sempre riserbata, in compenso, la più cospicua parte 
della probabilità di guadagnare. Questa probabilità si può facilmente calcolare 
mediante le forroole ottenute nel citato articolo : si trova che cresce continuamente 
insieme ad n, tendendo verso Funità. Benché il puro calcolo sia sulliciente per 
ariivare ai risultati che precedono, non si esiterà a riconoscere che la trattazione 
grafica di simili problemi ha sulla trattazione analìtica dei vantaggi incontestabili, 
e segnatamente quello della limpidità, che rende per cosi dire impossibili gli er- 
rori. Lo stesso non si può dire del metodo analitico, poiché è facile convincersi 
della falsità del risultato ottenuto dal sig. Laurent a piò della pag. 135 del 
suo TraUalo. 

6. In una Memoria intorno a talune questioni di probabilità, rimasta finora 
inedita per molte ragioni , noi applichiamo su larga scala il concetto della rap- 
presentazione geometrica, ed otteniamo dei risultati abbastanza curiosi, nel genere 
di quelli che sono stati da noi precedentemente proposti come Questioni, Fra 
breve ne faremo conoscere altri , e tratteremo in modo speciale il problema dcl- 
Valbero spezzato dal v&nto, proposto dal sig. Arthemas. Martin nel suo Ma- 
thcmatical Visitor. Qui ci limiteremo ad esporre , come esempio , il modo di ri- 
spondere alla seguente domanda : Un triangolo, preso ad arbitrio è pitkttoslo ot- 
tusangolo acutangolo ? Ciascuna forma di triangolo è rappresentabile mediante 
un punto P, preso alFinterno d'un triangolo equilatero ABC, d'altezza ir, e, vice- 
versa, ciascun punto P. interno ad ABC rappresenta, mediante le sue distanze ai 
lati di ABC , i tre angoli d*un triangolo , cioè una possibile forma di triangolo. 
Ciò premesso , è chiaro che i punti presi air interno del triangolo formato dai 

punti medii dei lati ABC sono i soli che rappresentino triangoli acutangoli. La 

l 
probabilità che un triangolo ^ preso ad arbitrio, sia acutangolo, è dunque -. 

Per altre applicazioni, inviticimo il lettore a consultare gli articoli da noi pub- 
blicati l' anno scorso in questo Giornale ed in Mathesis , e(t una prossima Nota 
sulla teoria dei minimi quadrati. 
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INTORNO AD UN'APPilGiZIOSE DELLA TEORIA DELLE FORIE BINARIE HUADRiTIGHE 

ALL'INTEGRAZIONE DELL'EQUAZIONE DIFFERENZIALE ELLITTICA 



PER 



G. BATTAGLINI. 



1. Supponiamo le coordinate {ì\ , v^jVj) di un punto V in un piano propor- 
zionali a tre forme binarie quadratiche,, ponendo simbolicamente 

ad ogni valore del parametro /=l, : 1^ corrisponderà un punto V nel piano ; il si- 
stema dei punti V , variando .( , sarà una linea di 2'' ordine, poiché ad una retta 
qualunque v, di coordinate (V| , Vj , V,), o sia rappresentata dall'equazione 

appartengono 1 due soli punti del sistema, che corrispondono ai due valori di l 
dedotti dair equazione di 2^ grado 

Vi* + VA* + V3C,* = 0. (2) 

So le radici di (2) sono eguali, la retta i; è tangente della linea di 2^ ordine, 
sicché si otterrà T equazione di questa linea, in coordinate di rette» eguagliando 
a zero il discriminante di (2) ; si avrà cosi 



= 



Via,* +V261* +V8C4» , V,a.at + V,6t6, + Vac.c, 

(indicando con a' , !>' , e' simboli equivalenti ad a , I> , e), onde 

(aaO*V|» + (66')»V,* + (cc')*V,» + i{bc)^t^\^.+ 2(ca)*V,Vt + 2(a6)*V|V, = 0. 
I coefficienti in questa equazione sono i discriminanti delle formo quadratiche 
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fondamentali a,* , 6,* , e,* , e grinvarianti simultanei delle medesime forme combi- 
nate a due a due ; indicandoli con 

s„ = (oo')* , s„ = (66')* > «M = (ccO* I 828 = (&c)« , 8„ = (ca)* , s„ = (a6)S 

Tequazìone della linea di 2® ordine, in coordinate di rette, sarà dunque 

/^=8„V,*+ . . . +2s„V,V3+ . . . =0, (3) 

simbolicamente 

r=(StV| + SjV, + s,V,)* = Sv* = 0. 

11 discriminante della forma ternaria quadratica f si esprime per mezzo del- 
r invariante simultaneo 

«iM = -(&c)(ca)(ob). 

delle forme fondamentali, poiché per la teorìa delle forme binarie quadratiche {*) 
sì ha 



9« * — 



»ll > ««2 > ^i3 



^21 » «22 > ''28 



»8I > «32 > ®83 



Indicando con S^^- l'elemento reciproco dell* elemento s^^ di questo determi- 
nante, Fequazione della linea di 2"" ordine (3) in coordinate di punti, sarà 



simbolicamente 



F = S„t?i* + . . . + 2823^2^^3 + . . . = 



F = (S,i;, + S jt?2 + S,!?,)* = S^« = 0. 



(4) 



Consideriamo due punti V e V" corrispondenti ai valori V e t" del parametro 
/, si avrà per le (1) 

sicché indicando con (V^ , V^ , V,) le coordinate della retta v comune ai due 



(*> Clebsch. Theorie der ìnnaren algeiraischen Formen, pag. 201 e seg. 

VOL. XXIV. 17 
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punti V , V, sia ponendo 

e dinotando con 

ai* = {6c) biCt , b,* = (ca) Cja^ , e,* = (a6) afi^ , 

i determinanti funzionali, o Jacobiani, delle forme fondamentali a|*,6|*,c,*, com- 
binate a due a due, verrà 

t? V'Vji = c,.r« oi** - e,.** a^* = {iTXcaXCf o^^r + C|..a|0 = 2(('l") b^^b,.. , (5) 

i; V'Vj = 0^%^ - 0,.* V = {l'OiabXafbt. + Oj,.6,0 = 2(tY0 o,.0|" . 

Se i due punti V e V" coincidono col punto V, la loro retta comune v di- 
verrà la retta tangente della linea di 2^ ordine in T, e si potrà supporre che le 
coordinate di questa retta tangente siano date da 

i?V, = (bc)bfii = a,* , t?Vj = {ca)cflt = b^* , t^V, = (a6)tt<6| = C|* . (6) 

Similmente supponiamo le coordinate (V^ , Yj > ^s) ^^ una retta v in un piano 
proporzionali a tre forme binarie quadratiche, ponendo simbolicamente 

ad ogni valore del parametro ^=T^:^^ corrisponderà una retta v nel piano; il 
sistema delle rette v, variando 1\ sarà un inviluppo di 2* classe , poiché ad un 
punto qualunque Y, di coordinate (i^^ , v^ , v^), o sia rappresentato dairequazionc 

V, = i^iY, + i?2V, + i^jYj = , 

appartengono le sole due rette del sistema, che corrispondono ai due valori di T 
dedotti dairequazione di 2^ grado 

VìAt* -I- VjBt* + VsCt* = 0. (2) 

Se le radici di (2) sono eguali, il punto Y è punto di contatto delUnviluppo 
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di 2* classe, sicché sì otterrà l'equazione di questo inviluppo, in coordinato di 
punti, eguagliando a zero il discriminante di (2) ; si avrà cosi 



= 0, 



i;,à',A',^i;,B',B', + t?3C',C', , v,AV ^t^^BV +v,CV 
indicando con A' , B' , C simboli equivalenti ad À , B , C), onde 

(AA')*t?tH(BBO*t?»H(CCO*i^8*+2(BC)»i?2i;8+2(CA)«i?ai?,+2(AB)*t;4Vj=0. 

I coefficienti in questa equazione sono i discriminanti delle forme quadratiche 
fondamentali At',Bt^,Ct^, e gì* invarianti simultanei delle medesime forme com- 
bi nate a due a due ; indicandoli con 

S,,=(AA')* , S„=(BB')* , S3,=(CC')* , S„=(BC)» , S,,^{Ck)^ , S,,=(AB)*, 

l'equazione delFinviluppo di 2^ classe, in coordinate di punti, sarà dunque 

F = Snt?i^ + . . . + 2S„i?jt;3 + . . . = , (3) 

simbolicamente 

F z=: (S.v, 4- S,t?, + s^v.y = S^* = 0. 

II discriminante della forma ternaria quadratica F si esprime per mezzo del- 
rìnvariante simultaneo 

S«, = -(BC)(CA)(AB). 

delle forme fondamentali, poiché per la teoria delle forme binarie quadratiche C) 
si ha 



2S„3* = 



S21 , Sj2 . Sjjj 



Indicando con 8,y T elemento reciproco dell'elemento S^y di questo determi- 
nante, Tequazione deirinviluppo di 2* classe (3) in coordinate di rette, sarà 



f=8HV+ • • • +282,72^3+. . . = 0, 



(4) 



(•) Glebsch 1. e. 
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simbolicamente 

f = (8 J. + SjV, + SjVj)» = 8y* = 0. 

Consideriamo due rette vf e t?" corrispondenti ai valori T' e T" del parame- 
tro T ; si avrà per le (1) 

sicché indicando con (v, , V2 , V3) le coordinate del punto V comune alle due rette 
v' , v'\ sia ponendo 

v, = V',Y"3-V",V"i = (V'V")i , v, = V'3V",-\\V"3 = (VT'),, 

V8 = V\Y".-nV", = (V'V")8 
e dinotando con 

At* = (BC) BtCt , Bt^ = (C A) Ct At , Cx* = (AB) At Bt . 

i determinanti funzionali , Jacobiani , delle forme fondamentali At* , Bt* , Ct* > 
combinate a due a due, verrà 

Y'V'v» = BVCV' - BVCV = (TT")(BC)(Bt'Ct" -f Bt-CtO = 2(T'T")At' Ar' , 

Y'V'v, = CVAV - CVAV = (T'T'0(CA)(Ct'At" + Ct"A,^) = 2(T'T'0Bt'Bt" (5) 

Y'V"V3 = AVBV - AVBV = (T'T")(AB)(At'Bt" + At"BtO = 2(T'T")C^Ct" . 

Se le due rette 1;' e xf* coincidono con la retta v , il loro punto comune V 
diverrà il punto di contatto della linea di 2* classe con 1; , e si potrà supporre 
che le coordinate di questo punto di contatto siano date da 

VV| = (BC)BtCt = At* . Vv, = (CA)CtAt = Bt* , VV3 = (AB)AtBt = Ct*. (6) 

Osservando che i Jacobiani delle forme a^^ , b|* , o^ sono rispettivamente (*) 
(bo)b|0, = 2 s„30,» , (oa)0|aj = ^ ^«m^* » (ab)atb^ = ^ s„3C,« , 
se si considerano due rette del sistema U corrispondenti ai valori {' e f del pa- 



(•) Clebsch, 1. e. 
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rametro /, le coordinate (Vi^v^^v^) del loro punto comune V, pei primo sistema 
delle equazioni (6) ed il secondo delle (S), saranno determinate da 






(1) 



Similmente, osservando che i Jacobiani delle forme At* , Bt' , Ct* sono ri- 
spettivamente 

(BC)BtCt = |s,,,At* , (CA)CtAt = ^S,„Bt* , (AB)AtBt = |s,,3Ct*, 

se si considerano due punti del sistema F , corrispondenti ai valori T' e T" del 
parametro T, le coordinate (V, , V^ , V3) della loro retta comune v , pel secondo 
sisteaia delle equazioni (6) ed il primo delle (S), saranno determinate da 

V'V'V, = (TT')(BC)(Bt'.Ct" + Bt-Ct') = (TTOSujAt' At" , 

V'V% = (T'T'OCC A )(Ct' Ar- + Ct" At' ) = (T'T'OS.jjBr' Bx" , (7) 

V'V"V3 = (rT'XAB)(AT'BT" + At"Bt') = (TT')S,,3Ci'Ct" . 

Adunque col primo sistema delle formolo (S) e (7) si fa corrispondere una 
retta qualunque v, ed un punto qualunque V, del piano, ad una coppia di valori 
(i' , t") del parametro I, e col secondo sistema delle formolo (5) e (7) si fa cor- 
rispondere un punto qualunque V, ed una retta qualunque v, del piano, ad una 
coppia di valori (T' , T''; del parametro T. 

Esprimendo che la retta v appartiene al sistema f, che il punto V appar- 
tiene al sistema F, si hanno le condizioni in notazione simbolica, 

(8,a,ra4«+8,b^.b^.+88O^c^0*=0 , . (SjAt'At''+SjBt'Bt"+S3Ct'Ct")^=0, 



ovvero 



s„ 


s„ 


s., 


a/a/ 


s„ 


s« 


S.3 


b/b,,' 


s„ 


s« 


s., 


0/0/ 



a'VaV b'Vb'V o'Vo'V' 



= 0, 
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8,3 At''At'' 



s, 



28 



"33 



Bt''Bt''' 
Ct''Ct"' 



A'VA'V' B'VB'V' C'VCV 



0, 



(8) 



la prima delle quali esprime la relazione fra i parametri i' e t", che determinano 
i due punti che il sistema F ha di comune con una retta appartenente al siste- 
ma f, e la seconda esprime la relazione fra i parametri T' e T", che determinano 
le due rette che il sistema f ha di comune con un punto appartenente al si- 
stema F. 

2. Supponiamo ora che i parametri ( e T siano in tale dipendenza tra loro, 
che il punto V e la retta Vy corrispondenti ad essi in uno stesso piano , appar- 
tengano l'uno all'altra, o sia che si abbia la condizione v^Vi-^v^yt^v^y^^O \ per 
i due sistemi delle formolo (1) la dipendenza richiesta sarà espressa da 

a^^ At* + b^^ Bt* + c^^ Ct^ = . (9) 

sicché ad ogni valore di uno dei parametri f , T, corrisponderanno due valori del- 
Taltro. Dando in (9) a T un valore arbitrario, i due valori corrispondenti di t de- 
termineranno i due punti V , T\ che la retta v determinata da T, ha di comune 
col sistema di 2^ ordine F ; e similmente dando in (9) a t un valore arbitrario , 
i due valori corrispondenti di T determineranno le due rette v' , v'* che il punto 
V , determinato da t, ha di comune col sistema di 2* classe f. Ai valori di i o 
di T che annullano il discriminante di (9), considerata come forma quadratica in 
(T, ,Tj), in (^,^2)» corrisponderanno i quattro punti V comuni ai due sistemi 
di 2^ ordine F ed F, le quattro rette v comuni ai due sistemi di 2* classe / ed f. 
Ponendo simbolicamente 



Ali j 1>M J ^«1 
A|2 > ^42 > ^12 



Aj» > B22 , C| 



^22 



^12 r ^42 > ^12 
^22 » ^22 > ^22 



Pu Pll » ^M Pl2 > MI P22 
P|2P«I » Pl2Pl2 9 P12P22 
P22Pfl J P22P12 » P22P22 



la moltiplicazione dei due determinanti (i quali hanno per elementi i coeflicienti 
nei due sistemi delle forme fondamentali) essendo effettuata per linee, si troverà 
che airequazione (9) potrà darsi simbolicamente la forma 






«.* 2<,^, 


'.* 






"nPii » P|lP«t 


PmP« 






P«Pu > P«Pt« 


. P«P2« 


= 0. 


(10) 


P«Pn . PmPu 


. P«Pm 
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il coefficiente di ciascun termine essendo l'elemento del determinante , che corri- 
sponde alla linea ed alla colonna indicata dai fattori in T e /. 
DiiTerenziando completamente l'equazione (IO) si ha 

PT*p,(p,(it, + Ptdit) + P,*Pt(P, dT, + PjdT,) = ; 

d'altronde si ha successivamente da (10) 

Pt*P,P« Pt*P,P, _ ,, Pi*PtP»_ P<'PtP. „ 

Pt*P»V, + (Pt»P,Pj + k)U = (i , p,*P,»T, + (p,»P,Pj + R) T, = , 
(Pt»p,P, -k)U + Pt*P,»/, = , (p,* P, P, - K) T, + p,»P,*T, = 0. 



Pt*P,* , PT*PtPt + A 

P'T*p'iP'«-fc , PVpV 



P.* 



P',P'. 



Pi Pi 

pV 



Pt* P't* + fc* 



= |(PP?Pt*P't» + A» = 0, 



p.*p,* 

p',»P',P,'-R 



P?P7 



p,» , p.p* 
P,'P', , P't* 



p,»p7 + r« 



= |(PPO*p,»pV + R* = o. 

(ilinotando P',p' simboli equivalenti a P,p), quindi l'equazione difTerenziale divorrà 



(f, d/j - /j d<,) k + (T, dTg - Tj d(,) R = 



sia 



{Idi) 



(TdT) 



V(PP0Wp7" V(pp';*Pt»p't* 



= 0. 



(H) 



Le espressioni sottoposte al radicale in (11) sono i discriminanti di (10), con- 
siderata come forma quadratica in (T, . T^ , o in (t, , fj) , i quali , come è facile 
vedere , sono anche i discriminanti delle equazioni (8) , considerate come forme 
quadratiche in (/,',V). o Ci".'»") o Pure «n (T/.T»'). o (T,",.T,"). L'espressione 
sottoposta al primo radicale si annullerà per i valori di { che corrispondono ai 
punti comuni ai sistemi F ed F , e l' espressione sottoposta al secondo radicale 
si annullerà per i valori di T che corrispondono alle rette comuni ai sistemi f ed f. 

Siano X ed y i valori di 1 che corrispondono ai due punti che la retta v , 
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detcrminata da T, ha di comune col sistema F, e siano X ed Y i valori di T che 
corrispondono alle due rette che il punto "^ determinato da (, ha di comune col 
sistema f; l'equazione (It) applicata successivamente &d (x ,T) , (y .J) , e ad 
(X , <) , (Y , () , darà 



jxdx) _ (ydy) 



(TdT) 



(XdX) ^ (YdY) 
V(pp')*Px'P'x* V(PP')'Pt'PV 



V(PP')*Pt*P 
(Idi) 

Vcpprpiv? 



/ 2 



(12) 



L'equazione (12) fra (x,y)y o fra (X,Y), è un'equazione differenziale ellitti- 
ca, di cui un integrale è dato dalla prima, o dalla seconda, delle equazioni (8), 
cambiando in esse t' , t" in a? , j/, e T' , T" in X , Y, cioè da 



Su I S|2 , S|3 , a^jaj. 



324 



.S; 



22 



^23 » b-pby 



831 9 S32 , S33 , O^pO, 



x^y 



^x^v > ^x^v » ^x^u » 



»x^y 



^x^y 



= 



S 



9 ^12 



9 ^13 



021 



9 ^22 9 ^23 > BxBt 

^3t » ^32 » ^83 5 CxCt 

AxAv , BxB^ , CxC^ , 



= 0; 



(13) 



r integrale è completo, poiché mentre l'equazione differenziale (12) dipende sola- 
mente dai quattro punti comuni ai sistemi F ed F, dalle quattro rette comuni 
ai sistemi f ed f, neirìntegrale (13), rimanendo fisso il sistema F f , si può sup- 
porre che F sia un sistema qualunque di 2^ ordine, cui appartengono quei quattro 
punti , che f sia un sistema qualunque di 2* classe , cui appartengono quelle 
quattro rette ; ciò evidentemente introduce neirìntegrale una costante arbitraria. 
3. Per rendere più semplici le relazioni trovate precedentemente , facciamo 
alcune supposizioni intorno alle formò fondamentali. In ciascuna delle terne di 
forme binarie quadratiche (a,* , 6|* , c^*) , (At* , Bt* , Ct*), supponiamo che le forme 
siano a due a due armoniche tra loro 9 ovvero che si annullino i loro invarianti 
simultanei ; sarà allora 

«23 = , 8si = , s,2 = ; 823 = , S3, = , S,2 = 0; 

in tal caso il determinante funzionale , Jacobiano , di una coppia di forme , in 
ciascuna terna» non potrà differire che per un moltiplicatore costante dalla terza 
forma ; ponendo adunque 

«1* = ? » V = * » c«' = X ; At^ = , Bt« = * , Ct* = X, 

ed indicando con (a,&.c) , (A,6,C) quantità costanti arbitrarie, si potrà supporre 

a,* = atg , b,* = b^ , e,* = ex ; At* = A* , Bt* = Bf , Ct* = CX , 
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e per le note relazioni (*) tra il Jacobìano di due forme binarie quadratiche e le 
forme stesse, e tra il discriminante di quel Jacobiano e gUnvarianti di quelle due 
forme, si avrà 

2 -* M -1 2 -^ 

A*0« = -|(S33Ì* + S„X*) , B*** = -^(S,,X» + S33 0*), 
C*X« = -|(S,,0^ + S,,^^), 

A*S„=: - 822833 , 8*822 = 28338,4 , 0*835 = 281,822, 

da cui si deduce 

8^1 = 260 , 822 = 2ca , 83j = 2a6 ; S,| = 2BC , 822 = 2CA , S33 = 2AB , 

(0 
a<p* + 6(|;'^ + cx* = ; A^t^ + Bi^ + CX* = , 

e quindi le equazioni di /*, F,F,f si potranno supporre rispettivamente 

d o e 

(2) 

F = ^' + ^V-^* = , f=AV,* + BV2« + CV3* = 0; 

sicché, per le supposizioni fatte, le due linee arbitrarie di 2"" ordine e di 2" classe 
{F jf) ed TF , f) si trovano riferite alla loro terna coniugata comune , di punti e 
di rette, come terna fondamentale. 

Le supposizioni precedenti , con la prima e la seconda delle identità (1) sa- 
ranno yerificate ponendo 

_ (?) 

* = (T,» - T2*) VBC , t = (V + T2*) V-CA , X = 2T,T2VAB 

ed allora, essendo in generale 

w^ =((,«-(2*) V5c , VV2 =(^* + ^2*) V^ 7 v«5 =2t,/2 s/cLb 

e 

VV, =(T,«-T2*)VBC , YV2 = (V + T2*)^^AC , YV, = 2T,T2 VAB , 



(•) Clebsch 1. e. 

VOI. XXIV. 18 
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il punto Y di F, determinato dal valore del parametro 'i : '2 . sarà dato come 
punto comune alle due rette 

{Vt-ia+Vt 'f^)lt-Vi V"c't,=0 , {V, ^fà-Vt ^/-'H)^^-«, ^JTt^ = 0, (4) 

e la retta v di f, determinata dal valore del parametro T, : T, , sarà data come 
retta comune ai due punti 

(V, ^/A +V2 V^)T»-VjVC'T,=0 , (V, Vl-V, V=B) T,+ V, Vc Tt=0 ; (5) 

le due rette (4), variando (|:ft. sono rette corrispondenti di due fasci proiettivi, 
che hanno per centri i punti comuni ad F ed al Iato ^3=0 della terna fondamen- 
tale ; ed i due punti (4), variando T, : T, , sono punti corrispondenti di due pun- 
teggiate proiettive , che hanno per assi le rette comuni ad f ed al punto T, = 
della terna fondamentale. 

Si hanno similmente formole analoghe alle (3) e (4) , relative agli altri due 
lati , ed agli altri due vertici della terna fondamentale , le quali si deducono da 
esso cambiando rispettivamente (posto •J—ì — i) (, , f, , e T, , Tj in 



/. + lt it-h 
i-i ' \ +i 



T, + T, T. -T, 



1 -t 



\+i ' 



pure in 



ì+i \-i ' 1 +t 1 -t' 



T. 



T» 



T. 



1 +i 1 -i ' 1 +t 1 — t 



Ritenendo , per fissare le idee , le formole (3) , le equazioni corrispondenti 
alle (9), (10) ... (13) del numero precedente, posto 



_1 Aa(Cc - B6) + Bb(Cc - Aa) 
" ~ 3 Cc(Aa - B6) 



saranno rispettivamente 



Ci* - '»*)(T,» - V) x/B6-Cc + («,* -t- <t«)(T,* -I- V} VCc-Aa + 



2T,T, 



M. 



+ 4<,*tT,Tj VAo-B6 = 0, 



V, 



VCc(VAa+VB&) , , VCc(VAa-VB6) 

-0 , VAoVBò , 

VCc(VÀo-VB6) , , VCc(VAa+VB6) 

(TdT) 






= 0. 



(6) 



(7) 



= 0, (8) 



(9) 
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(ydy) 



(TdT) 



Vaj/+6«c,»a3»*+iB,* \/t/,*+6oj/,«t/j*+2/»* Vt,*+6oT,*Tj*+V 
(XdX) (YdY) (tdi) 

Ao (x,y, - x^t)* - B6 (x,y, + aj,y,)* + Ce (a?,j/, + j/.o?»)* = , 
aA(X,Y, - X,Y,)» - 6B(X,Y, + X,Y^* + cC(XiY, + Y,X,)« = , 
o sia (1!) 



(10) 



(11) 



».*. 


205,05,, 




!B»* 


A0-B6 







Ce 





1 [Ce - (Ao + B6)] 







Ce 







Aa-B6 


X,», 


2X,X., 




V 


oA-òB 







cC 





|[cC-(aA + 6B)] 







cC 







aA-6B 



2!/iJ/t 

2Y,Y, 

Se nell'equazione (8) si suppone l!,T, + f,Tj = 0, e si pone 

_1 VAa(VCc- VBò)+ VB6(V6c- Via) 
^~3 VCc(VÀà-VB6) 

essa prenderà l'una l'altra delle forme 
e ponendo 



= 0, 



= 0. 



(12) 



(T , T) =!,♦ + 6XVT4» + Tj» = , 



u, = -- 



1 VB ò • Ce + yCc • Ag + VA o • lìb 
VCc(VAa-VB6) ' 

all'equazione (8) potrà darsi Tuna l'altra delle forme 



(13) 



(14) 
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Se poi nelle equazioni (li) si suppone OJty^ - ì/jO?» = , ed X,Yt- Y.X^ =0, 
e si pone 



__ 1 (Cc-^B6)-4>(Cc- Aa) ^_ „^ 



3 Aa-B6 

esse prenderanno Tuna o Taltra delle forme 
(x,OG) =a?/ + 6x'aj,«a?,* + a5j* =0 , (y,y) =!// + 6x'y,«y,« + y,* =0 , 
(X , X) = X,* + 6t' X^^X,* + Xj* = , (T , Y) = Y,< + 6i' Y,^» + Y,^ = 0, 

e ponendo 



1 Aa + Bft + C e 
6 Aa-B6 

alle equazioni (11) potrà darsi l'una o Taltra delle forme 



"' = -6-^^16- ' <16) 






Cambiando nelle formole precedenti rispettivamente 



1 1 I 

A ' B ' e 


in 


i- + Oa . 


^- + 66 . 


^ + 0c. 


J 1 1 
a ' 6 ' e 


in 


1+eA , 


l+eB 


• 7 + ®^' 



pure 



il che corrisponde a cambiare F in un'altra linea di 2® ordine che ha con F ed 
F gli siessi quattro punti comuni , o pure a cambiare f in un altro inviluppo di 
2^ classe che ha con f ed f ìe stesse quattro rette comuni, le equazioni difTcrcn- 
ziali ellittiche (10) restano inalterate, ed i loro integrali (11) diverranno 

Aa(l -f eBfc)(l + OCc)(a;|i/, - ««y^)* - B6(l + OCc)(l + 0Ao)(a?,2/| + x^y^)^ + 

+ Cc(l + OAa)(l + eBb)(a5|3/2 + ì/t^^a) = , 

(18) 

aA(l + e6B)(l + ecC)(X J, - XjYj)* - 6B(1 + ecC)(l + 0aA)(X J, + XJ,)* + 

+ cC(l + 0aA)(l + e6B)(X J, + Y.X^) = , 

in cui rappresenta la costante arbitraria. 
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SUL SISTEMA DI TRE F0R3IE TERNARIE QUADRATICHE 
MEMORIA 



DEL 



Doti. CORRADO CIAMBERLINI. 



Nel libro del Clebsch {Leqons sur la Geometrie par A. Clebsch recueil- 
lic8 et complélées par F. Lindemann, traduilespar A. Benoist. V. I. p. 353 
e seg.) è esposto il metodo, dovuto a Gordan, per stabilire, relativamente a due 
forme ternarie quadratiche , il sistema completo di quelle forme invariantive (co- 
varianti, invarianti, forme aggiunte e forme miste) in funzione intera e razionale 
delle quali possono esprimersi tutte le altre forme simultanee, contenenti tutfal 
più una sola serie di coordinate di punti e una sola serie di coordinate di rette. 
Seguendo le tracce indicate nel libro citato , ho tentato di fare una ricerca ana- 
loga pel caso di tre forme ternarie quadratiche. 

1 . Siano 

fi = flx* =6x* =Ca,« = =2Sart cCiXk 

/t=aV=6x* = cV= =£2a',A 00^0)^ 

/3 = aV=6V=cV= =lla",,x,'Xf, 

le tre forme ternarie quadratiche. Tra le forme fondamentali del sistema abbiamo 
subito le forme aggiunte e grinvarianti (*) 

Fh =(abu)^ ; F„ =(a'b'M)* ; F33 =. (a"6"u )* 

A,H = («6c )* ; A,« = (a'feV)» ; A^, = (a"6"c")*. 



(•> Vedi Clebsch 0. e. V. I. pag. 358. 
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2. Le considerazioni esposte a p. 356 e 3S9 dcirindicato libro del Clebsch (•) 
si possono facilmente estendere al nostro caso nel modo seguente : 

I. Ogrìi espressione simbolica che racchiude il fattore simVòlico (abc), o (a'b'cO, 
(a"b"c") racchiuderà il fattore effettivo k^^^ , A,24 , Agjj. 

D' onde segue : alVin fuori delle forme A|„ , Ajj, , A3J3 nessuna forma fonda- 
mentale potrà contenere uno dei fattori simbolici (abc) , (a'b'c') , (a"b"c"). 

II. Se un prodotto simbolico racchiude il fattore (abv) , (a'b'v) , (a"b"v) 
esso può essere trasformato in guisa che vi si trovi pure rispettivamente un fat- 
tore (abw), (a'b'w), (a"b"w) dove v e w sono coordinate di rette simboli di 
altre forme e per conseguenza grandezze affatto arbitrarie, 

III. Poniamo anche noi 

a, = (6c), = btCi - ògrj ; a^ = (bc\ = 6,0, - ò^c, ; 

a'i =(6V), =6',c', -6'3C', ; ó,' =(bV), =0^/ - 6/C3' ; 

a". = (6"c")i = 6",c"g- b\c\ ; a," = (6"c")2 = ^a'V - ^"c,"; 

«3 =(fec)8 =b^c^ -6,C| 

«s' =(6'c')3 =-^V -6,'c/ 

e supponiamo sempre che i simboli a , 6 sìeno stati riuniti per quanto è possibile 
in modo da formare un simbolo a ; sicché parlando dei simboli a intenderemo con 
essi unicamente quelli che non possono essere riuniti ad altri simboli 6 in modo 
da formare un simbolo a. Una convenzione analoga sarà fatta pei simboli a',6' e a'; 
a" , 6" e a". Dietro ciò e per l'osservazione li risulta anche qui : una forma fon- 
damentale non può piii contenere un fattore della forma (abv), (a'b'v), (a"b"v), 
e correlativamente non potrà contenere un fattore della forma (a^y) , (a'g y) , 

3. Dalle precedenti considerazioni risulta che in una forma fondamentale deb- 
bono figurare unicamente fattori appartenenti ai tipi seguenti : 



Fattori semplici 



] Ox , a'^ , a"^ , u^ , Ua' , IV 
[ a^' , a\n , a'\ , a'^^ , a'\. , a^. 



(*) Vedi Clebsch 0. e. V. I. pag. 356 e 359. Le considerazioni ivi esposta 
sono evidentemente indipendenti dal numero delle forme ternarie che sì prendono a 
considerare. 

(•*) Vedi Clebsch 0. e. V. L pag. 359. 
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( {a'a"u) , (a"au) , {aa'u) , (a'a"a?) , {a"aos) , (aa'x) 
Fattori determinanti < 

f (aa'a") , (aa'a"). 

Coi fattori appartenenti a questi tipi si dovranno dunque comporre le forme 
fondamentali del sistema. Le più semplici combinazioni sono quelle che nascono 
riunendo due fattori uguali della tabella ; questa operazione, oltre alle 9 forme che 
già conosciamo, ci dà le 14 seguenti 

A,M = aa'* ; A„3 = aV* ; Aii5 = aV ; Aii« = «V ; A2M = aV ; Ais3 = «a"* 

*M = (<^'a"a3)« ; *3, = (a"aaJ)» ; *,, = (aa'x)* ; L = (att'aV ; A = (aa'a")V 

4. Per ciò che riguarda le forme composte di fattori differenti notiamo : 

I. Nessuno dei fatlori determinanti (a'a"u), (a"au), (aa'u), (aa'a") si può tro- 
vare riimito con uno dei fattori deterininanti (a'a"x), (a"aoc), (aa'x), (aa'a'') (*). 

II. Non possono mai incontrarsi insieme due fattori differenti appartenenti 
allo slesso tipo : come per es. a^ e b^, , a^' e b^' , a'^ e b'^ , a''^' e b''^' , (aa'u) e 
(ba'u) , (aa'a") e (ba'a") ecc. (**). 

III. Consideriamo l'espressione apagafibsl), dove p^q^r^s^t hanno un signi- 
ficato qualunque. Dairidentità 

{bsl) ap = (abs) /p - (abl) Sp + {ast) bp (•••) 
si ricava 

S S 6, (tsO = (iq K «p (ab3) - S ^ ^P (^^') + % ^ ^ ("*^)- 

Le due prime espressioni del secondo membro contengono un fattore determinante 
della forma {abv)j (2, III) ; quindi in sostanza Y ultima forma agb^b^ (ast) si può 
far dipendere dalla forma a^a^bribsl) d*onde siamo partiti; nello stesso modo 
Og brbpiasl) si può far dipendere la seguente agO^b^ibst) e da questa T altra 
bp bg Qf (ast) ecc. ; cioè si può concludere : se si ha una forma contenente il fat- 
tore apa^b,.(bst) tutte le forme che da essa si ricavano collo scambio di una 



(*) Se p. e. un determinante del primo gruppo p. e. (aa'u) si trova riunito con 
uno del secondo p. e. (aa'x), allora^ eseguendo il prodotto di tali determinanti , la 
forma sarebbe ugnale al complesso di altre che non li contengono (V. Clebsch V.I. 
pag. 362). 

(*•) Si potrebbero considerare partitamente come fa il Clebsch nelFo. e. V. I. 
pa^. 360-61 tutti i casi differenti che si possono presentare. 

(*••) Vedi Clebsch o. e. pag. 352. Identità I. 
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soia IcUera a con ima sola lellera b, possono rappresentarsi come una riunione 
della forma data e di altre forme in cui i simboli a , b sono riuniti in un sim- 
bolo OL, Lo stesso dicasi pei simboli a' , 6' e a" , 6". 

5. Due fattori semplici diversi si diranno legati ira loro quando hanno un 
simbolo comune; cosi p. e. ciascuna delle espressioni o.^,a^f,a\a^^,u^>a'\' ecc. 
si compone di due fattori legati tra loro. Un composto A di fattori semplici di- 
versi ciascuno dei quali sia legato a quello che Io precede e a quello che lo segue 
costituirà una forma (fondamentale, o no) quando i simboli sieno tutti completati : 
se questo non succede due casi possono presentarsi : o mancano due simboli hjt 
ad essere completati , o ne manca uno solo h. Il composto A si dirà nel primo 
caso una catena cogli estremi m h , k e s'indicherà con la notazione (ft, &; ; nel 
secondo si dirà un nodo in h e s'indicherà con (/i). I fattori semplici con due 
simboli ci offrono i più semplici esempi di catene ; quelli ad un simbolo solo i più 
semplici esempi di nodi. Abbiamo poi catene e nodi più complicati : p. e. le catene 

«a'^V , a\a'^n , a^.a'\>a'\ ecc. 
e i nodi 

a^. a*\' a"^ , a\n a^.. a^. u^. ecc . 

Diremo equivalenti due catene cogli stessi estremi ; nodi equivalenti due composti 
in cui manca uno stesso simbolo ad essere completato. E chiaro che due catene 
due nodi equivalenti uniti insieme costituiscono una forma completata. 

6. Per ciò che segue è utile di formare coi fattori semplici appartenente ai 
tipi della tabella del n. 3, i tipi di catene e di nodi che possono entrare nella 
composizione delle forme fondamentali. Questo lavoro non sarà né dirQcile, né la- 
borioso, perchè, formati alcuni di tali composti, gli altri si ricavano da essi o per 
ranalogia dei simboli o per lo scambio di a , a' , a'' in a , a' , a" e viceversa. Ab- 
biamo così la tabella: 

Tipi di catene. 

(a,a) ... a^^a'^^^a'^ ; a^na\na\ (a',a') ... a^nO^M^, ; a'^aV'a' 

(a",a")...a»V 5 a\,a^^^. 
(a,a') ... a^. ; a^,.a\.,a\a'\a'\. (a', a") ... oV ; tt>VV«a'V 

(a",a) ... a\ ; a" ^Ki^,a^na\,<i\ 
(a',a) ... a'a ; a\'.a^na^,a'\,o!'^ (a",a') ... a'\> ; o!\a\a\»a^na^. 

(a,a") ... a^n ; a^.o!\,a'\a\a' ^. 
(a',a") ... a'ja!\ ; a\,<i^.a^'a'\, {a", a) ... (a'V«a') ; ^Va^'a-V 



(a',a'0 ... a^^^. ; a"^^a"^a'^a\. (a",a) ... a\,^a\ ; a^.a^^a"^a'\ 



a 
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Tipi di nodi. 

Oltre ad a,a',a", in tali composti non possono entrare in campo altri simboli delle 
forme A » Zi > A » che altrimenti, come è facile verificare, la presenza in essi di due 
fattori diversi appartenenti allo stesso tipo avrebbe necessariamente luogo. 

1. Forine senza delerminanti faliori. Riunendo tra loro due catene o due nodi 
equivalenti sì ottengono forme simultanee del sistema non contenenti nessun fat- 
tore determinante. Affinchè queste sieno fondamentali è sempre necessario che in 
tali aggruppamenti non si presentino fattori dello stesso tipo ; quindi in questa 
prima categoria di forme non potrà comparire più d*una serie di simboli di cia- 
scuna forma. DalFaccoppiamento delle catene equivalenti nasce T unico invariante 

dalle combinazioni dei nodi equivalenti si ottengono invece 30 forme. In tutto dun- 
que 31 forme senza determinanti. 

8. Forme con un determinanle fattore. I. Se una forma contiene il determi- 
nante (a' a" u) , i due simboli a' , a" possono essere completati o da una catena 
(a' , a") da due nodi (a) , (a") quindi i due tipi 

(a' a" u) {a' , a") , {a a" u) {a') (a") 

li primo dei quali ci dà le forme 

(a' a" ti) a'a a"^ ; (a' a" u) a\; a^. (1^. a'\. ; 

e il secondo ce ne darà tante quante sono le possibili combinazioni dei nodi (a') 
coi nodi (a"). Tra i nodi (a') dovremo prendere unicamente quelli che non con- 
tengono simboli di /g giacché altrimenti prendendo p. e. il nodo (a') = aV^'a ^' x 
si ha la forma {aa"u)a\b"g^b"^{a") che per Toss. Ili (4) dipende dalla seguente 
(a'6"M)o'afc'>"xK) che si scinde nelle due (a'b''u)a\b"^,a''^{a"). Nello stesso 
modo tra i nodi ,(a") dovremo prendere quelli che non contengono simboli di A ; 
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sicché le combinazioni possibili dei nodi (aO , {a") che non contengono fattori di- 
versi dello stesso tipo sono : 

(ifx'0!\'a^a'^ ; a'^M^uO^a"^ ; aa.a'aa"a'aa,Wa ; a'a.aa-a"aaa.Ua ; a"a.a'a"aa"^x^a ; 

vale a dire otteniamo 18 forme col secondo tipo, ossia in tutto W col determi- 
nante (aVtt). Un ugual numero si ottiene per ciascuno dei determinanti {a"av), 
(aa'tt) , (a'a"aj) , ia"ax) , (aa'ac) e queste si ottengono per analogia di simboli. In 
tutto otteniamo dunque per ora 120 forme con un fattore determinante. 

II. Le forme col determinante (oa'a") non possono contenere nessuno dei fat- 
tori Ufj^ , Ug^> , Ug^n giacché ad es. per Fidentità 

{aa'a'^Ug^ = {a'a"u)af^ + (a"au)a'a + (aa'u)a"^ 

una forma contenente i due fattori (aa'a") e n^^ é la somma di tre forme che si 
trovano tra le considerate. Siccome un fattore impari dovrà entrare nella compo- 
sizione delle forme che contengono (aaV), supponiamo che esso sia a^; avremo 
allora i due tipi 

(aa'a")a^(a',a") ; (aa'a")a^ (a') (a") 

dei quali il primo ci dà due forme perché due sono le catene {a\a"), cioè a'gfl!\j 
a'a" 6a" V ^"a' 5 ® '^ secondo ce ne darà tante quante sono le combinazioni pos- 
sibili dei nodi (a') , (a"). Fra i nodi (a') si debbono escludere quelli che conten- 
gono simboli di f^; giacché ad es. la forma {aa'a")a^a\V'J)"^(a"), per l'oss. Ili 
(4) dipende dalla {aa'V')a^a\b''^a"^ia") che si scinde nelle due {aa'b'')a^a'J)'\, 
a"^(a"). Nello stesso modo tra i nodi (a") si debbono escludere quelli che con- 
tengono simboli di /i ; sicché a'g^a"^ é la sola combinazione possibile dei nodi 
(a') , {a"), e quindi il secondo tipo ci dà la sola forma {aa'a")a^a'^a"^. Invece di 
riunire a^., possiamo riunire o!^ o a"^ con (aa'a") e allora otteniamo altre 4 forme 
pel primo tipo, ma sempre la stessa (aa'a'Oa^. a'^. a''^. pel secondo. Sicché ottenia- 
mo 1 forme con (aa'a") : altrettante sono le correlative ; dunque in tutto avremo 
134 forme con un fattore determinante. 

9. Forme con due determinanti fallori. Se due dei determinanti (a'a"tt) , 
(a"ttu) , {aa'u) p. e. (a"aw) , (aa'u) (•) sì trovano in una stessa forma avremo i 



(•) Se i due determinanti fossero (a"bu) , {aa'u) essi per Toss. III (4) si potreb- 
bero cambiare nei due indicati. 
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due tipi 

(a"au) {da' a) (a' , a") ; (a"ai4) (aa'a) (a'} (a";. 

Con osservazioni non diverse dalle precedenti si può vedere che la catena (a',a'*) 
non può contenere simboli di f^ , che il nodo (a') non può contenere simboli di 
fiifi e che il nodo (a") non può contenere simboli di f, , f^- Sicché non rimane 
che la catena a'^ o!\ e le seguenti combinazioni dei nodi (aO , (a") 

e quindi altrettante forme possiamo formare. Altrettante se ne otterranno con le 
altre due coppie di determinanti, e perciò avremo per ora Si forme, comprese le 
correlative. 

Se uno dei due determinanti è (aa'a") , e T altro è p. e. (a' a" a) , abbiamo 
{aa'a")(a'a"u) (a) e il nodo (a) non può contenere nessuno dei fattori ii^ , w^' , u^^' 
(8, li), e nemmeno può contenere simboli di f^ e f^. Infatti p. e. col nodo 
%"b'a"^'x abbiamo una forma che per l'identità 

(tt'a"u)agt» = {aa''u)a\n — (aa'a)a"a" + {aa'a")u^" 

diviene uguale alla somma di altre di cui una contiene i due fattori a'^^" e V^n , 
un'altra il fattore a"^^M e la terza il fattore effettivo L. Sicché a^^ é il solo nodo 
(a) possibile e quindi abbiamo una sola forma. Altre due forme otteniamo accop- 
piando il determinante {aa'a") con uno dei determinanti (a"aa) , {aa'a) ; sicché 
colle correlative otteniamo in tutto 6 forme. Sono dunque 60 forme con due de- 
terminanti fattori. 

iO. Forme con tre determinanti fattori. Se si trovano insieme tre determi- 
nanti dei tipi (a'a"iOr(o"au).(aa'u) la sola forma che si ottiene é (a'a"ti)(a"au)(aa'u) 
giacché tutte le altre si faranno da questa dipendere collo scambio di una lettera 
a, (aSa'O con una lettera 6, (ò',6") (4, ITI). 

Se uno dei tre determinanti é (aa'a") e gli altri sono p. e. {a"au) e Iba'u) 
si ha (oa'a") (a"au) (òa'u) (ò) > e anche qui con osservazioni analoghe alle prece ' 
denti si può riconoscere che il solo nodo (b) possibile é bg^ ; sicché abbiamo una 
sola forma. Colle analoghe e correlative otteniamo dunque 8 forme con tre deter- 
minanti fattori. 

Non si possono avere forme fondamentali con più di tre fattori determinanti. 
Infatti se una forma ne contenesse 4 , dovendo appartenere tutti a tipi diversi 
(4, II), la forma si potrebbe far dipendere da un'altra avente come fattore 

(a'a"u){a"au){Qa'u) (4, Ili). 
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11. In tutto abbiamo dunque 2S6 forme che sinora appariscono come fonda- 
mentali. Per mezzo di un'altra serie di considerazioni è possibile però di ottenere 
una notevole riduzione di questo numero. Nella seguente tabella trascrivo quelle 
forme sulle quali posson farsi le considerazioni in questione. Tralascio per brevità 
le correlative giacché per queste potrà ripetersi analogo ragionamento. Le forme 
s^enza nome saranno per brevità indicate col loro numero d'ordine 

1 - fc = 0^' «a" ^'a «'a" ^"a «"a' 

4 - a\ a'^ a\n a^.. a\ a^ 5 - a^n a^. a\. a\ u^n u^ 

6 - a^. a\, (^\ a\ a^ a'^ 1 - a'^ a'^,. a^>. a^. u^ u^. 

8 - Q23 = a'oi a'\ q!\. a^. a^.. a'^ v^>. 9 - Qsa = «"a <^'a. «'a ' «a" ^a' <^"x ''a' 

1 2 - Q,2 = a^. a\.. a\ a'\ a'\. a^ u^> 1 3 - Qj, = o'^" «a • «a' «&"»' ""a ^ x ^*a 

14 - M25 = (a'a"u) a\, a^. a^ 0!^ 1 5 - M3, = (a"ar/) a^.. a'^^. (\ ^ a" ^ 

16 - M,, = (aa'iO a'^ a"^ ol'^ a^ IT - M',3 = (a'a"M) a'^. «^. a, a"^ 

J 8 - M'„ = {a"au) a\ a\ a'^ a^ 1 9 - M',^ = (aa'ti) a^. a\. a\ a'^ 

20 - (a'a"u) a\ a\. a^. u^ a^ 21 - {a"au)a\. a^.. a\., tv a'^ 

52 - {aa'u) a^n a'^ a'\ u^.. a"^ 23 - {a'a"u) a'^. a^ < a'\ u^ a^ 

U - ia"au) a\ a\ a^. u^. a^ 25 - (aa'u) a^. a'V a'a' ^a" ^*"x 

26 - (a'a"ti) a'^. a^» a'\. u^. a^ 27 - (a"aiO a\ a\ a^.. u^.^ a'^ 

28 - {na'u) a^. a\> a\ t/^ a"^ 29 - (a'a"u) a\>. a\> a^. t/^. a^ 

30 - (a"au) a"^ a^m a'^,.. w^, a'^ 31 - {aa'v) a^> a\ a"^ w^- a"^ 

32 - (a'a"u) a"^. a^. a^. ti^.. 0'^ 33 - {a"au) a^.. a\.. a\ n^ a"^ 

3 4 - (aa'u) a\ a"^ a''^' Wa' «x 35 - (a'a"M) a'^" a^^.. a^- w^^. a''^, 

36 - (a"ait) a\ a'^. a'^ w^» o^, 31 - (aa'w) a^. a"^. a\ u^ a', 

38 - (a'a'n) a\ a'\- a^' a^.n^ w^ " 39 - (a"au) a'\' a^- a\" a\ u^> u^ 

40 - (aa'u) a^.. a\ a'\ a'\^ u^» u^' 4 1 - (aa'u) a'^" a^. a^. a'^ w^ t^ 

42 - (a"au) a"^ a'^ a'^» a^> u^. w^" *3 - (aa'u) a^> a'\> a"^ a'^^ u^» u^ 

44 - (aa'a") o^ a'^' b^.> b^' a''^- 45 - (aa'a") a'^ a^- t>'a" b'a <*"a 

46 - {aa'a") a'^ a'^ b\ b'^> a^. 47 - (aa'a") {a'a'n) a^ 
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48 - (aa'a")[a"au)a'^ 
50 - (a'au) (aa'v) a\ a'\ 
52 - {a'a"u){a"au) a^-. a\' 
54 - (aa'u) {a'a"u) a^ a"^ 
56 - {a'au) (aa'u) a\>. u^.. a"^ 
58 - (a'a"t/) {a"au) a^> xi^. a^,' 
60 - (na'xi) (a'a"v) a^n u^„ a"^ 
62 - {a"au){aa'ìi) a\ %i^ a"^ 
64 — {a'a"u)(a"aiO a^» u^» a'^ 
66 - (aa'u) {aa'u) a^. u^> a"^ 

68 - (o'ttu) (aa'w) a"a' a'a" i/a' ?'a " 
70 - {a'a"\ì){a"uu)a\ti^>u^v^. 
1 2 - {aa'u) {a'a'u) a^.. a\. u^> ti^.. 
14 - {a"au)(aa'u) a\.. a\ u^ u^.. 
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49 - (aa'a") {aa'xC) a"^ 
5 1 - (aa'u) {a'a"ìi) a^. a"^. 
53 - (a"axi) {aa'u) a'^ a"^ 
55 — (aa'u) (a"au) a^ a'^ 
51 - {aa'u){a'a"u) a'\ u^ q^, 
59 - {a"au){aa'u) a'\> v^' a'^, 
61 - {a'a'u) {a"au) a\ u^ a^ 
63 - {a'au){a'a"u) a" ^v^, a^ 
65 - {ti"au){aa'u)a"^u^a'^ 
61 — (a'a"'u) {a"au) a\n v^.. a^ 
69 - (a'aiO {a'a"u) a^» a"^ u^». v^ 
"1 - ia"au){aa'u)a"^.a\u^v^' 
13 - (a'a'u) (a"au) a'^ a^.> u^. u^ 
1 S - (aa'u) (a'a"u) a"^ a^" «a" n^^ 



16 - (a'a"'U) (a'au) a^> a'^ u^ xi^-. 
12. a) Eseguendo hi moltiplicazione dei determinanti per linee si ha 



(I) (aa'tt")(aa'a") ^ 









Innalzando al quadrato, il primo membro diventa LA. Nel secondo membro 
ciascuno dei 6 quadrati è il prodotto di tre invarianti A ; e gli altri 15 termini 
ciie sono ì pro<iotti delle 6 espressioni 2 a 2, tutti contengono uno, due, o tre 
dei fattori simbolici a^^ , a\' , a'\n , eccetto uno che è appunto Tinvariante R che 
in tal modo si trova legato ad altre forme più semplici. 

b) Nella (I) ponendo x al posto di a e poi innalzando al quadrato, si ottiene 
L-^j3 nel primo membro, e nel secondo termini che contengono o fattori effettivi, 
uno dei fattori simbolici a^ , a\' . a"^" ad eccezione della forma [2] die in tal 
modo si trova espressa per mezzo di altre più semplici Lo stesso dicasi per le 
forme [4], [6] dello stesso gruppo e per le correlative [3] , [5] , [IJ- 

e) Prendendo della forma [2] la polare del polo yi^i^jf- 1 si ottiene Qai+Osi ; 
dunque la somma delle due forme Qj, , O3, sarà legata per mezzo di una rela- 
zione ad altre forme più j>eniplici. Nello stesso modo le somme Q12+Q32 1 ^15+^23 



Digitized by 



Google 



)( ISO X 

e le correlative Qn+Qia » Q21+Q23 » Q31+Q32 saranno legate a forme più semplici. 
Inoltre se ambi i membri deiridentità 

(2) (aa'a'OWa, = (a'a"u)a^ + (a"au)a'<^ + (aa'u)a", 

si moltiplicano per {aoL'aL")ag,^»a\a"^> e si eseguiscono per linee i prodotti dei de- 
terminanti si ottiene, come è facile riscontrare , una relazione identica che lega 
la somma Q28+Q8i+Q« »d altre forme più semplici , dalla quale se ne ricaverà 
un'altra correlativa che dà la somma Q32+Qi3+Q2f Da tutte queste relazioni sarà 
facile esprimere il valore di ogni singola forma Q per mezzo di altre. 

d) Moltiplicando Tidentità (2) rispettivamente per 

«"a'^a'tt'a? » ««" a'a" «"x » <^'a(^"a<^x 

si Ottengono tre identità che legano due a due le 6 forme [14], (15] , [19]; 

sicché di queste, tre soltanto potranno essere considerate come fondamentali. Per 
simmetria assumeremo come tali le tre seguenti ; 

«a" «'a" «"x [(ab"w)ax - (a"au)ag 

le quali non sono altro che combinazioni lineari di quelle sei. 

e) Sì ha identicamente 

(aa'a'OWa' = (a'a"w)a^. + (a"aw)tt'a' + (aa'a)ti'V 
(ao'a")Ua" = (a'a"(t)aa" -f {a"au)a\" 4 {(w!u)a'\" 

e moltiplicando rispettivamente una volta per 
e un* altra per 

<l"ajOtt"tt'a"**a » «x «'a «"a "l'a' » ^'x «a' ^V «V 

si Ottengono sei identità le quali esprimono rispettivamente le forme [31] , [35| , 
[36], [33], [34], [3*2]. Inoltre moltiplicando Tidentità (2) ordinatamente per 

tt'a^V^a'^^a » ^V «a" «"a ^^'a > a' V «a" ^'a " V , a'\a\a^.U^. , 



Digitized by 



Google 



)( 151 )( 

si hanno altre sei identità che esprimono le somme [20]+[581, [23]+ [30], [211+[26J, 
[24]+[31], [•25]4-[21], [55]+[29] in funzione di forme più semplici. 

Indicando i secondi membri delle (3) rispettivamente con A,B,C, si ricava 

e queste identità moltiplicate rispettivamente una volta per 

e un'altra per 

si esprimono rispettivamente le differenze [29]-[?6], [25]-[35], [-^Sl-LSG], [30]-[21], 
[2l]-[31], [34] [20]. Queste relazioni e le precedenti serviranno ad esprimere 
tutte le fonie [20], [-21], ... [31] per mezzo di altre più semplici. 

f) Moltiplicando l'ultima delle identità (3) per a^a'^.a^^Ugii^-^ si ottiene una 
relazione che lega tra loro 4 forme di cui una ò la [38] , e delle altre una con- 
tiene il fattore effettivo F^ , un'altra il faltor simbolico a''^- e l'ultima si scinole 
nelle due forme 

La forma [38] non sarà dunque fondamentale: lo stesso dicasi per le [39],[40],...[43]. 

g) Ponendo nella (1) a; al posto di a e moltiplicandone ambi i membri per 
(attV) òjjbjj- si ottiene nel primo membro L • (a Va?) a^aa" e nel secondo sei ter- 
mini ì quali tutti contengono o fattori simbolici tali che a'^' , a'^» o nello stesso 
tempo fattori diversi appartenenti allo stesso tipo, ad eccezione della forma [44] 
che in tal modo si trova espressa per mezzo di forme più semplici. 

Lo stesso dicasi per le forme [4S], [46], dello stesso gruppo. 
Il) Dalla (2) si ha moltiplicando per (aa'a") 

Lu^=[41] + [48] + [49] 

sicché delle forme [47] , [48] , [49] due sole saranno fondamentali. 
Dalla (2) si ricava 

(4) (aa'a") m^ - (a Vw) a^ = (a'^au) o!^ + (fiolu) a"^ 

e quadrando si ottiene la [S3] in funzione di altre più semplici. Lo stesso dicasi 
per le [54] , [55]- 

k) Dalla prima delle (3) trasportando (aVt"u) a^ al primo membro e quadrando 
si esprime la [SO] mediante altre forme più semplici. Lo stesso dicasi per le 
[51], [55]. 
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/) Nell'ultima delle (3) si trasporti {a^a!'u)a^" al primo membro e si molli- 
plichi per u^" : ridcntilà che si ottiene si moltiplichi ancora membro a membro 
con la (4) : si otterrà una relazione che lega la forma [5G] ad altre più semplici- 
Lo stesso potrà dirsi per le [57] , t^*8] , . . . [61] che si trovano in analoghe con- 
dizioni. 

m) Se nella relazione che lega la [S6] ad altre più semplici si pone a?,=aV^ ^^ 
ottiene una nuova relazione che legherà invece la forma [68| ad altre più sem- 
plici. Una cosa analoga potrà ripetersi per le [69] . [10]. ..[76]. 

13. Per mezzo dello considerazioni precedenti abbiamo dunque escluso 129 
forme comprese le correlative per le quali evidentemente quelle stesse conside- 
razioni potevano ripetersi. Sicché il sistema completo di forme fondamentali si 
compone di 256- l'29 = '127 forme che si troveranno scritte tutte nella seguente 
tabella, eccettuando, per brevità, le correlative di quelle che contengono qualche 
fattore determinante. Alcune di questo forme sono relative solamente ad una o a 
due forme ternarie e di queste non ci occuperemo ulteriormente , poiché di esse 
e del loro significato geometrico, se ne occupa distesamente il Clebsch (o. e. 
Vi pag. 363 e seg.) ; alcune altre si riferiscono a tutte e tre le forme ternarie 
quadratiche e su queste fermeremo per qualche istj^nte la nostra attenzione. 

Forme fondamentali relnlive a una o due delle Ire forme ternarie quadroliche. 

A — o « . A — ri' * • A — n." „* 
A|,j = aa ; A2j3=^aflt' ; ^zz\ — ^^(i" > ^\tt~-^tj:' » ^233==^ a" » ^na — ^ a' 

B,3 = a^»' a^ v^n : B^, ^ a\ a'^ v^ 
i\„ = (a'a"tO a'^ a"^ ; N3, = (a"at/) a."^ a^ ; N,^ = (aa'u) a^ a'^ 

0^3 = (a'a"u) a'V a'^ if^. ; C^^ = {a"av) a^>> a''^ u^.^ ; Ci, = {ua'u) a\ a^ u^ 
C'23 = {a'a"u) a'^n a\ n^. ; C'3, = (a"«u) a\ a^ u^ ; C'„ = (aa'u) a^' a'^ ìi^ 
D23 = {a'a''u)a'^..u'\'U^.v^: ; Dj» = (a"au)a''^a^nu^u^n ; D,^ = (aa'ii)a^.a\v^ìL^, 

F„ = fa'a"n)' . F3, =(a"rtu)* , F,^^(na'vy. 
Forme fundamenlali relative a tvtle e (re le forme ternarie qxiadraticUc. 
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S,,^a\a\a'^a\ 



^28 = aaC^a'Wa'Wa" 



0, =(aW'u)a\a\ 
F/„ = (a'a"u)a>,a", 



E3, = (a"at4)aa'tia'a"a. ; E.j = (aa'i/0a'a"Wa"Oa: 
E'j, = (a"aw)a"aWa'ax ; E'„ = (aa'u)a^..u^na'j, 
M„ = o'.o"^aJ(a"aM)a'^-(aa't^)a'y ; M„ = a'Vaa'aU(«tt'w)a'Xa'«"w)a,l ; 
M,t = aa"a'^"a"J(a'o"M)a3.-(a"au)a'J 

H = (aaf'u) (o"au) (oa'u) ; I = (aa'a'O o^p a'^. a"^ 

X, = (aa'a")a^a>"^ ; X, = (aa'a'Oa'^a'^aa' ; X, = (ao'a")a'>a"0'^. 

L = (aa'a'0* ; V, = (aa'a")(o'o"tOax ; \ = {aa'a") (a"au)a'^ 

T, = a^{aa'u){ba"u){ba'a") ; T2 = a'^(aa'u)(6'a"u)(a6'o") ; 

T, = a\iaa"u) (a'6"M)(aa'6"). 

14. Non è difficile, assegnare ora il significato geometrico deir annullamento 
delle forme del nostro sistema. 

Forme S e £. Ponendo la condizione perchè le polari di un punto a rispetto 
le coniche /'t=0 , /s^O sieno coniugate rispetto la conica /|=:0 si ottiene 823=0 ; 
dunque 823=0 rappresenta una conica luogo di un punto le cui rette polari ri- 
spetto f2=0 , f3=0 sono coniugate rispetto fi=0. Le forme £ avranno un significato 
correlativo. 

Forane P e II. Affinchè le due rette a^fly-O , Bii^a'ya'jUfg^O siono coniugate 
rispetto alla conica fy=0 è necessario che si abbia Pi=0. Se dunque u è una retta 
data, P,=0 è la locale di un punto la cui polare rispetto /',=0 è coniugata alla 
retta Bj^^O rispetto /i=0. 

Se invece x è un punto dato, Pf=0 è la condizione cui deve soddisfare la retta 
u perchè i due punti Wa^?a=0 , B„=aa.aa«t?jjj»=0 sieno coniugati rispetto /i=0- 

jPorme E , E' , H , U , U' ecc. Queste non sono che determinanti funzionali di 
forme più semplici, quindi è facile assegnarne il significato geometrico. Cosi E è 
il determinante funzionale di f^ , B,, e n^; H23 è quello di /*« , S23 , u^ ; U23 quello 
dì Bii . B32 , u^. 

15. Forma L. La condizione perchè la conica F|2 = sia armonicamente in- 
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scritta alla conica f^^^O è L=0. Vista la simmetria deir invariante L , si ricafa il 
teorema : « se la conica F|2=0 è armonicamente inscriUa alla contea f,=0. ancAe 
le coniche F^s^O , Fg^^O saranno riepellivamente armonicamente inscnUe alle co- 
niche f|:^0 ,fi=0. 

Forme H e I. È noto che H ed I sono rispettivamente la Gayleyana o la Ja- 
cobiana della rete 

(t) A,r,4->2rì + X3/s = 0; 

quindi è inutile insistere su tali forme. 

Forme V e T. Se a? è un punto dato, le coordinate della polare di x rispetto 
/i=0 sono ttg^a^ e il polo di questa retta rispetto Fjj=0 è dato dalF equazione Vi=0 
Se invece u è una retta data, le coordinate del suo polo rispetto F^^^O sono 
(a'a"u)(a'a'Oi, e la polare di questo punto rispetto A=0 ^ ^^^^ ^^ Vi=0. 

La forma T« è il determinante funzionale delle forme A » ^» * ^x • quindi è 
facile ricavarne il suo significato geometrico. 

16. Forme ed X. Di più importanza per la geometria sono le forme ed 
X. Proponiamoci di trovare l'equazione della curva di 3® ordine 

la cui rete polare coincide con la rete (1). L'equazione simbolica della forma p^' 
in funzione dei coefficienti della Jacobiana ta.»=i'aj>=iV= ••• =0 e della Gayleyana 
%*=%'*=%"*=••• =0 si trova nel Glebsch (o. e. V.II pag. 255) ed ft dovuta ad 
una memoria di Rosanes (V. Matematische Annalen V.TI). Quell'equazione è 

Px^ = 2(Wi'a5)* lAv - (hh'h''Khhx)ih'h"x)(h"hx) = 0. 

Per ottenere questa equazione in termini dei coefficienti di A , /t » ft si può 
seguire lo stesso metodo impiegato per ricavare Y equazione precedente. Tra le 
forme p^^ e V=^(o'a"w)(a"att)(aa'u) esiste la relazione (•) 

(2) 2^**^*^*"^^^* 

dove Sèi' invariante (P9r)(pq8)(pr8)(9r8). L' equazione (2) , se S è differente da 
zero, esprime che la polare di un punto x relativamente ad una curva del 3* or- 
dine, è sempre armonicamente circoscritta alla polare di una retta u relativamente 
alla Gayleyana, nel caso in cui as ed u sono riuniti di situazione. Se dunque « 



(•) Vedi Glebsch 0. e. V.II. pag. 287. 
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e V SODO due rette che si tagliano in y , noi possiamo determinare quella conica 
della rete (1) cbe è la conica polare di y rispetto alla curva Pa.'=0 , dalla circo- 
stanza che essa deve essere armonicamente circoscritta alle coniche polari di u , 
e V rispetto alla Cayleyana. Avremo per conseguenza le equazioni 

d'onde si dovrà eliminare X^ , X, » h- Ora si ha identicamente 

Vt*Ui,=z i j(a'o"«)(a"av)(aa'tt) + (a'a"v)(a"att)(ao'v) + (aVu)(o"ov)(oa'i?) 1 

d' onde 

^k^k=\ \(ba'a"){a"ab){aa'u) + (6a'a")(a"a6)(aa'6) + (a'a"M)(a"a6)(aa'5)i 

ed essendo identicamente per (a6)<=a^ 

(a"a6)(6a'a")(aa'tt) = ^ (a"a6) j(a'o"6)(aa'tA) - (a'a"a)(6a'u)} 

= - ^ (tt"a6) (a'ob) (o'a"w) = - 1 (a'a"tt) a', a". 

(a'òa)(a'a"6)(a"att) = | (a'6a) i(a'a"6)(aua") - (a'o"a)(btta")ì 

1 1 

= - (a'6a)(a"6a) (a'tia") = - - (a'a"u)a\a"^ 

(a'a"u) (a"ab) (aa'b) = - (a'a"u) a'^a''^ 



si avrà 



d'onde intanto si ricava: « la forma 0| uguagliala a zero rappresenta il polo 
della conica f, nspc(/o alla curva di 3® ordine Pa;*=0 la cui rete polare coincide 
con la relè (1) ». 
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Nello stesso modo si ha 

2 2 

2 2 

0"k*"* = - 3 (0O'«) «a" O'a" = " 3 ® » » 

le quali includono teoremi analoghi al precedente. Sostituendo nelle tre i valori 
precedenti si ha 

X, (o'o"tt) o', o"„ + X, (o"ott) o'V Oa- + X, (oa'tt) o... a',- = 

X, (o'o"») a', o", + X, (o"o») o'V a,. + x, (oo't») a^., o',- = 

d'onde eliminando X, , X^ , X, , si ottiene 

f, I(o"o«)(6o'v) - (ba'u) (o"ov)] o",- a,. 6<i» oV- 

+ Ti l(aa'tt) (6'o"«) - (b'a"u) (oo't)] a... o'..' 6'a «"a 

+ r, [(o'o"«)(6"ao) - (b"m) {a'a"v)] a\ a\ h\. o.. = 0. 

Ora dobbiamo trasformare questa equazione in modo che le coordinate di y 
vi entrino in luogo di u e « ; se allora noi poniamo yi = a:^ ne risulterà 1* equa- 
zione della curva pa-'^^-O. A tale scopo abbiamo le identità 

(o"au)(bo'«) - (o"o«)(6o'«) = (aiw){ba'a") - (a"uv){aba') 

(aa'u){b'a"v) - (aa'«)(b'o"«) = (o'««)(a6'o") - (au«)(a'6'o") 

(o'a"tt)(b"o«) - {a'a"v){b"au) = (o"uv)(ao'6") - (a'u«)(o"6"o) 

e sostituendo, e ponendo (u»)j=x< , (a6)^a< , (a'6')<=o'< , (o''6")<=a"< si ha 

A [a\. o.- 6.- o'... o, iba'a") - ^ o".. o'.- o", a\ (aa'a")} 

+ A {«a- a'a" fr'a «". «'x («l^'o") " | O." «"» «x «"a' (««' «") } 

+ f, |o', o", 6' V a,, o"^ (ao'6") - i o'„ o^. o', o,. (aa' o") j = 
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la quale può essere trasformata nella seguente 

/i I A|33 X3 + A,„ X3 + 2 (A«8 ^h + A„3 a,) + ^ r, ~ Lii, j 
+ A j A.„ X3 + A,33 X, + 2 (A*3» ^z + An3 iii) + 1 r, - La, } 

+ /8{Ata3X| + A„3X, + Ì(A,„a, + Aa,) +^r3-LiÌ3} = 

dove il , r sono le correlative delle forme , G. 

La polare del punto Oi=0 rispetto alla conica /|=0 (0, che è lo stesso, ri- 
spetto alla cubica Pa;^=0), è la retta X|=0. Inoltre la polare di un punto x ri- 
spetto alla Jacobiana è 

(aa'a") | a'y a"y a^ + a"y a^ o!^ + a^ a\ ol'^ \ = 

e la condizione perchè la conica Ug^-0 sia armonicamente inscritta a questa po- 
lare è 

(aaW) \ a\ a\ a^ + a'\ a^ a'^ + a^ a\ a\ \ = 
la quale si riduce ad X^=0, poiché, come non è difBcile dimostrare 
(aa'a") a''^ a^ a'^ = (aa'a") a^ a\ a"^ = 0. 

Dunque si può concludere : a il luogo dei punii le cui coniche polari rispello 
alla lacobiana sono armonicamenle circoscriile alla conica f|=0 è una reUa (X,=0), 
la quale è la polare del punto 0,=0 rispelto alla conica t^^O ». 

Cambiando A , 0, , X^ rispettivamente in A , O2 , X, in Zi , O3 , X3 si hanno 
teoremi analoghi. 
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INTORNO AD UNA PRETESA DIMOSTRAZIONE DI TERMODINAMICA 



NOTA 



DI 



ERNESTO CESARO 



1. In un recente articolo Sopra una formola di Termodinamica^ il Dott. Mollo 
intende dimostrare le relazioni 



dalle quali si deduce Taltra 



r = Attt^. (2) 



ft = c + -|--f. (3) 



che ha tanta importanza nella Teoria dei vapori saturi. Ci limiteremo ad esami- 
nare la dimostrazione della formola (1). Secondo Fuso, e ed b indicano i calori 
specifici del liquido e del vapore, dimodoché hdt è la quantità di calorico da co- 
municare ad un chilogramma di vapore, che si mantiene saturo senza che se ne 
condensi parte alcuna, perchè la temperatura aumenti di dt. Indicano poi r il ca- 
lorico di vaporizzazione, A l'equivalente calorifico del lavoro meccanico, ed u Tau- 
mento di volume che subisce un chilogramma di liquido, in seguito alla sua to- 
tale riduzione in vapore. 

2. Immaginata la rappresentazione grafica dello stato termico d'un corpo, me- 
diante un punto le cui coordinate cartesiane siano v e p , tutte le dimostrazioni 
della Termodinamica si riducono a far percorrere aT punto stesso una linea qua- 
lunque , paragonando poi tra loro le quantità di calore e di lavoro , ottenute o 
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fornite. Accade più spesso di dover considerare dei cicli chiusij ed allora, ritor- 
nando il corpo allo stato iniziale, è nulla la somma algebrica delle quantità di la- 
voro intemo, mentre resta sempre il lavoro esterno, rappresentato , come si sa , 
dalVarea racchiusa nei cicli. Se il calore fornito è di calorie , ed il lavoro ri- 
cavato è di L chilogrammetri, si ha 

C = AL. (4) 

É questa la vera equazione fondamentale della Termodinamica. Più o meno 
palesemente se ne fanno derivare tutte le altre relazioni. 

3. Non è possibile riconoscere che cosa autorizzi il Dott. Mollo a supporre 
nullo il lavoro interno, neirapplicare la relazione 

dQ = dn + Apdv. (5) 

Nondimeno, risulta dairesame delle sue formolo che. nel caso da lui trattato, 
si ha 

C = dQ arda? + [e + (h - c)a5l di , 

dove X è il peso del vapore, ed i-x quello del liquido. Inoltre, osservando che, 
se 8 e sono i volumi specìfici del vapore e del liquido, il volume della miscela è 

t? = (1 - a?) + 058 = + iza? 
8i ha 



L = pdv = pudx + p f ~ ■*■ ^"^ ) *• 



Si riconosce cosi che Fautore intende considerare il passaggio dallo stato (x,t) 
allo stato (x+dx ^Hdl). Ora, a tale passaggio non è applicabile la relazione (4), 
non è lecito, cioè, supporre dU=0, senza nuocere alla generalità dei risultati che 
si vogliono ottenere, poiché questi si riferiranno ad una di quelle operazioni che 
il Gaz in chiama tsodinamtc/ie, né si potrà arrivare ad altro che a stabilire Tequa- 
zione dilTerenziale delle linee isodinamiche. Ciò non vuol dire che le due formolo 
ottenute, in primo luogo, dal Dott. Mollo siano vere almeno in un caso speciale, 
perchè Teguaglianza 

(r - Apu)daj -h [e + (/i - c)x - Ap (^-^ + x -^)J di = 

non deve aver luogo idenlicameiite , ma stabilisce soltanto un legame tra x e U 

È dunque un errore eguagliare a zero separatamente i moltiplicatori di do) e di. 

4. Che le formolo del Dott. Mollo siano false si ricava subito dal fatto che 
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la r=Apu, paragonata alla (2), dà 

Del resto, Fautore enuncia in modo esplicito questa eguaglianza , e la dimo- 
stra, valendosi illecitamente deirequazione caratteristica dei gaz perfetti. Essendo 
p funzione della sola t, è chiaro che l'ultima equazione darebbe il risultato inam- 
missibile p^at. Per ricondurre l'esattezza in questi calcoli , basterà porre , nella 
(5), non dU=0, ma 



Si trova cosi 



£U 
di 



|| = r-Apu. (6) 

= eH-(/»-o)x-Ap(Ìl+a;^). G) 



La funzione ^ non è che la quantità p, detta calore lalente interno da Z cu- 
ne r, mentre hpu è il calore latente esterno. La somma di questi calori è la quan- 

tità r, volgarmente detta calore latenze dai fisici. Quanto alla funzione ^— , è fa- 

al 

Cile metterla sotto la seguente forma: 

— = c + a;^-Ap— . 

Se ne deduce la nota relazione 

dQ=cdt-htd(y), 

data da Zeuner come vera soltanto nel caso di a costante. Tutto ciò non ha nulla 
da vedere con le equazioni fondamentali della Teoria dei vapori saturi, e però deve 
ingannarsi chi cerca arrivare, per questa via, a stabilire le equazioni stesse. 

5. In un lavoro di Termodinamica, presentato, or son cinque anni al sig. Foli e, 
e da costui respinto, proponevamo, seguendo l'esempio del Clausius, di dime 
strare (1) mediante un ciclo infinitesimo, costituito da due parallele all'asse delle 
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pressioni e da due isolermiclie, le quali, nel caso attuale, sono parallele all'asse 



A 


_> 


B 


t 

a! 


■ - ■ 


b' 



dv 






-V 



dei volumi. Poiché si ha 



il lavoro esterno è 









(8) 



Lungo AB, abbiamo dx chilogrammi di liquido che si riducono in vapore , a 
pressione costante, e però il calorico fornito è di rdx calorie. Lungo B'A', Tespres- 

dv 
sione del calorico sottratto è la stessa, salvo che r diminuisce di zrrdi. La quan- 
tità di calorico, fornita nelFinsieme dei percorsi AB , B'A' è dunque 

dr 



rcte-(r-^(«)dx = -§.d(<to. 



D*altra parte, lungo A'A, si ha un aumento di di temperatura , che richiede 
{\-x)cdi calorie per il liquido ed altre xhdl pel vapore. Lungo BB' si ha, invece, 
perdila di calore, che si valuta cambiando, nelle espressioni precedenti, a; in v+dx. 
Ncirinsieme dei percorsi A'A,BB', la quantità di calore fornita è dunque {C''h)dldx. 
Per conseguenza 

C = (c-/è + ~p)dida5. 



(9) 



Sostituendo C ed L in (4), si ottiene subito la formola (1). 

6. La dimostrazione precedente è imitata da quella che il Clausius dà nella 
sua Memoria Sulla forza motrice del calore^ con la differenza che il Clausius 
suppone adiabatici gli archi infinitesimi AA' e BB' : ciò è causa di complicazione 
nei calcoli. Svilupperemo qui la dimostrazione del Clausius , che si trova indi- 
cata a larghi tratti nella Memoria citata. Siano dx e 5'x i pesi infinitesimi di va- 
pore, che si formano rispettivamente lungo i percorsi AB , BB'. Analogamente , 

VCL. XXIV. 21 
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siano d'x e Sa> i pesi infinitesimi di vapore che si condensano lungo B'A' , k'L 




Poiché alla chiusura del ciclo si deve ritrovare la stessa quantità di vapore , è 
necessario che sia 

dco + 8'a5 = d'x + So?. (10) 

La quantità dì calore fornita lungo AB è rdx , e quella che si sottrae lungo 

B'A' si esprime in modo analogo, osservando che r si cambia in r--- d£, e da; 

in d'x. Per ipotesi, i percorsi A'A , BB', non hanno influenza sul valore di C. Per 
conseguenza 

C = r (da? - d'x) + -^ d( d'a. 

Òi resta ad esprimere che i percorsi stessi sono adiabatici. Ora, lungo AA' la 
temperatura scende di df, perdendosi così dal liquido (l-a?)cd( calorie, e dal va- 
pore altre xhdt calorie. 

Tutto questo calore è esclusivamente impiegato alla produzione dei òx chilo- 
grammi di vapore, e però abbiamo 



rSx = [e + (/i - e) x] dL 



00 



Troviamo un'equazione analoga per BB', osservando che si deve cambiare Sx 
in S'Xj ed x in a?+da?, cosicché 



rò'x = [e + (/i - e) (a? + dx)\ di. 



(12) 



Le uguaglianze (11) e (12) danno i valori di Sx e 6'as: sostituendoli io (10) 
troviamo 



e — /i 

dx — d'x = 8aj - 8'aj = di dx. 

r 



(13) 



Si vede che dx-d^x é infinitesimo del secondo ordine: ciò permette di so- 
stituire dx a d*x nella seconda parte dell'espressione di C. Se, inoltre, nella pri- 
ma parte, a dx-d'x si sostituisce il suo valore, dato da (13) , si ottiene nuova- 
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mente la forinola (9). Quanto all'espressione del lavoro, è chiaro che sussiste sem- 
pre la (8). 

7. É noto che il Clausius adopera i cicli infinitesimi per dimostrare le equa- 
zioni fondamentali della Termodinamica. Ognuna delle suo dimostrazioni si può 
semplificare prendendo , invece delle adiabatiche, delle parallele all'asse delle pres- 
sioni. Per dimostrare , per esempio , la prima equazione fondamentale della Ter- 
modinamica, sotto la forma datale da Zeuner, 

^*Q' '^^^.^A. (14) 



dv dp dp dv 

si prenderà il ciclo da noi adoperato per la relazione (1) , osservando che le pa- 
rallele all'asse dei volumi non sono più delle isotermiche. 11 lavoro è 

L = AA'.AB = dpcft?. 

Lungo AB il calore è fornito a pressione co.s(a7)(e, e però ha per espressione 
— dv. Lungo A'A è invece il volume che resta coslantCy e la quantità di calore 

fornita è -^ dp. Queste espressioni restano applicabili lungo ì percorsi B'A' e BE', 
salvo che. passando da A in A', la funzione y^ diminuisce di 7^(^)^P» men- 
tre passando da A in B la funzione — aumenta di — i-j—j dv. Il calorico for- 
nito lungo AB+B'A' 6 dunque 

dv L(it? dv dp J dv dp 

Esso è 

dQ , FdQ d*Q . l ^ rf*Q ^ ^ 

-7=^ dp - U^ + —-7- dv\dp = - T— ^ dp dt?, 
dp "^ Ldp dp dv ^ dp dv ^ 

lungo A'A+SB'. Ne segue che 



^ / d^Q d«Q \ , ^ 

C = ( T— T -—j-jdpdv. 

\dv dp dp dv/ 



Kdv dp dp dv 

Sostituendo C ed L in (4) » si ottiene la formola (14). La dimostrazione del 
Clausius è molto più lunga. 

Torre Annunziata , 10 Luglio 1885. 
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STUDI SULLA TEORIA DELLE COORDINATE TRIANGOLARI 

E SULLA GEOMETWA ANALITICA DI UN PIANO NELLO SPAZIO 



GINO LORIA. 



La Geometria analitica deve a Joachimsthal un metodo per ricavare le 
proprietà di una curva piana da quelle dei gruppi di punti che essa determina su 
trasversali situate nel suo piano , di una superficie da quelle dei gruppi di punti 
che essa determina su trasversali qualunque, metodo che, per la sua semplicità ed 
eleganza, fu applicato con successo per risolvere molte questioni, e però fu in breve 
annoverato fra i più fecondi che si conoscessero. 

A chi ben guardi, la fecondità del procedimento indicato dairillustre geometra 
tedesco, è dovuta in gran parte al fatto che la teoria dei gruppi di punti di una 
retta aveva raggiunto fin dai tempi di questo, un grado di perfezione molto con- 
siderevole rispetto a quello che era stato raggiunto da quella delle curve piane e 
delle superficie. Quest'osservazione guida naturalmente, chiunque conosca lo stato 
attuale delle cognizioni che si hanno sulle curve di un piano, a porsi la questione: 
è possibile generalizzare il metodo di Joachimsthal si da far servire la teoria 
delle curve piane allo studio delle superficie, come già la teoria dei gruppi di punti 
servi a quello delle curve^ 

A prima giunta può sembrare che a questa domanda siasi già risposto afler- 
mativamente da molto tempo. È noto, infatti, che una delle maniere più semplici 
e più utili per riconoscere la forma di una superficie consiste nel determinare quella 
delle sezioni fatte in essa da una o più serie di piani succedentisi con una deter- 
minata legge. Ma con un pò* di riflessione è facile persuadersi che questa non è 
la generalizzazione del metodo di Joachimsthal, ma sibbene quella del proce- 
dimento, assai più antico, col quale uno si forma un'idea dell'aspetto di una curva 
studiando la distribuzione de* suoi punti su rette opportunamente scelte. 

Invece una effettiva estensione del metodo di Joachimsthal è dovuta al prin- 
cipio di trasporto (Veberiragungsprincip) di Clebsch. La importanza e la fecon- 
dità di esso è stata messa in chiaro dalle molteplici applicazioni che già ne furono 
fatte alla soluzione di diflicili problemi. Tuttavia, a mio credere, non ne è ancora 
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stato fatto uso in tutte le parti della geometria in cui esso poteva trovare appli- 
cazioni. Perchè, a rao' d'esempio, non se ne servì alcuno dei più reputati fra gÙ 
autori che anche recentemente trattarono con diffusione delle sezioni piane di una 
quadrica (Hesse, Salmon, Baltzer)? É pressoché certo che a nessuno di essi 
sarà sfuggita la generalizzazione del metodo di Joachimstbal che io sto per 
esporre, ma forse nessuno vide che essa permetteva di far rientrare lo studio di 
esse in quello, già fatto, delle coniche di un piano, come permetteva di mostrare 
già implicitamente risolute da formolo relative alla geometria piana, molte que- 
stioni della geometria analitica a tre coordinate. 

Il procedimento che io propongo ha la sua origine nelle seguenti osserva* 
zioni : 

Come il metodo di Joachimsthal ha per base la proposizione: « le coordi. 
nate cartesiane di un punto qualunque d*una retta si possono esprimere come fun- 
zioni lineari delle coordinate di due suoi punti », cosi alla sua generalizzazione ser* 
vira di base il teorema: «le coordinate cartesiane di un punto qualunque d*un 
piano, sono esprimibili come funzioni lineari delle coordinate di tre suoi punti ». 
Come i coefficienti che compaiono in quello sono interpretabili geometricamente quali 
speciali coordinate, cosi lo saranno i coefficienti delie funzioni lineari che s'incon- 
trano nella sua estensione. Come nel primo si usa l'equazione del gruppo di punti 
in cui una curva data seca quella retta, cosi nella sua generalizzazione servirà l'equa- 
zione della curva in cui una superficie qualunque seca quei piano. Finalmente, 
come per l'applicazione del metodo di Joachimsthal è necessario un previo stu- 
dio della geometria analitica su una retta mediante quelle speciali coordinate, cosi 
per servirsi della sua estensione sarà necessario premettere uno studio analogo della 
geometria di un piano. 

L* esposizione del procedimento che propongo è conseguenza di questi raffron- 
ti, come si scorgerà dal breve riassunto che qui ne faccio: al quale però premetto 
rav\crtenza che se io supposi sempre ortogonali le coordinate cartesiane di cui 
mi servo, fu unicamente per semplicità, perchè il supporle oblique non porte- 
rebbe alcuna sostanziale modificazione né nei ragionamenti fatti, né nelle formole 
ottenute. 

Nel I Capitolo, rammentata la dimostrazione del teorema che dissi essere a 
fondamento del metodo , definite le coordinate triangolari e trovato il significato 
geometrico sia di esse sia di una trasformazione hneare a cui possono venir 
assoggettate, stabilisco la dipendenza fra Tequazione di una superficie in coor- 
dinate cartesiane e l' equazione di una sua sezione piana in coordinate triangolari 
e finisco convenendo di determinare un piano nello spazio in un modo particolare 
che, senza ledere la generalità, semplifica la maggior parte delle espressioni che 
s'incontrano. 

Il II Capitolo è dedicato alla ricerca delle formole fondamentali della geome- 
trìa analitica del punto, della retta e del cerchio in coordinate triangolari. Mi son 
valso per ciò di considerazioni stereometriche, non già perché fossero indispensa- 
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bili, ma perchè mi parve cosi di raggiungere la massima semplicità : i servigi che 
la geometria a tre coordinate porge alla geometria sintetica del piano sono noti Gq 
dai tempi di Monge, non deve quindi recar meraviglia se lo stesso accade nel 
campo della geometria analitica. 

Nel III Capitolo studio le coniche* Avrei potuto per ciò rimandare il lettore 
alle buone trattazioni che esistono dalla teoria delle curve di II ordine in coordi- 
nate trilineari (Salmon, Ferrer, d'Ovidio), ma preferii farne Tesposizione com- 
pleta (ma molto concisa) per giungere a certe relazioni di cui aveva bisogno e che 
non so se siano state indicate da altri (*). In questo stesso Capitolo si trovano di- 
mostrati e completati alcuni interessantissimi teoremi sulle coniche che Steiner 
aveva dati senza dimostrazione. 

Il IT Capitolo contiene poche e semplicissime applicazioni delle formole pre- 
cedenti alla risoluzione di alcuni problemi di geometria dello spazio; il V un'indi- 
cazione di alcune proprietà delle superficie di 2^ ordine che scaturiscono da quanto 
si espose nel 111 Capitolo. A queste applicazioni del metodo proposto altre molte ne 
avrei potuto aggiungere (**), ma non lo foci sia perchè io in questa memoria non 
avevo altro scopo che di mostrarne con alcuni esempi la portata di esso, sia perchè 
per alcune sarebbe stato indispensabile esporre delle formole relative alle curve 
d'ordine superiore (***), il che usciva dai limiti che mi era imposti. 

Terminerò questa breve introduzione coir osservare , che il procedimento se- 
guito ne ammette uno correlativo, il quale serve per risolvere facilmente tutte le 
questioni (metriche o projettive) iu cui si tratti delia mutua posizione di un punto 
(fisso mobile) e di una superficie. 

Torino, 10 Novembre 1885. 



(*) Il lettore provetto nella teoria delle coniche in coordinate trilineari o proiet- 
tive, paò dispensarsi di seguire quest'esposizione, in cui egli troverebbe poca novità 
di metodi e di risultati, e limitarsi a prender notizia delle formole ottenute. 

(**) P. e. la classificazione delle coniche in coordinate tangenziali (n. 18) per- 
mette di classificare le coniche di un complesso di rette di 2^ grado e quindi di for- 
marsi una idea della sua forma, 

(***) Così, trovata la condizione affinchè una cubica piana abbia un punto doppio, 
si dedurrebbe immediatamente l' equazione tangenziale di una superficie di 3® or- 
dine sotto forma effettiva. 
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CAPITOLO I. 



Generalità sulle coordinate triangolari. 

1. Coordinale di un punto appartenente a un dato piano. Supponiamo dato 
fissato ad arbitrio nello spazio un sistema di coordinate cartesiane ortogonali e 
indichiamo con 0X| , OX^ . OX, gli assi coordinati e con x^ ,00^^ x^ le coordinate d*un 
punto qualunque. 

Scegliamo ad arbitrio tre punti dello spazio non posti in una retta: 

FCac/aj'ojjO . ?"(«/' a?," a:/') . F" (x/" ae^'" ce,'") 
e chiamiamo 

un punto qualunque del piano da essi determinato ; sarà allora ; 

COi X2 X) 1 

X.' 1 

0, 



X,' 


X,' 


X,' 


1 


ce," 


Xt" 


X," 


i 


xr 


Xt'" 


X,'" 


1 



epperò si potranno determinare , in infiniti modi , quattro quantità X, X, ^3 ^ per 
modo che sia : 



(I) 



I X^a?,' + XjX," + XjOJ/" - Xaj, = 

i X^Xj' + XjXj" + XjXj'" - Xa?2 = 

) X,a?3' + XjiXs" + XjXa"' - Xx, = 

\ X, -hX^ +X3 -X =0. 

Eliminando X fra queste equazioni si ottiene: 

X,x/-f X^ar/^-f Xa X/^^ ^ _ \x2''\-'ktX2"+l^X2"' _ \Xs''\'y<tX/'¥liXj!" 
^ ^ ""' " X.+X,+X3 ' ^* " X,+X.+X, ' ^* - X,4-X.+X3 • 

In Yirtù di queste formolo , ad ogni coppia di valori che si attribuiscano ai 
rapporti dalle quantità X, Xj >s si ottiene un determinato punto P ; questo punto 
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appartiene al piano n=P'P"P'", perchè il determinante formato colle coordinate 
de' punti P, P', P", P'" è nullo. Viceversa ad ogni punto P(a;| a?, a?,) del piano II 
corrisponde una coppia di valori di quei rapporti; infatti le equazioni (2), poste 
sotto la forma (t), costituiscono allora un sistema di equazioni lineari omogenee 
di determinante nullo nelle incognite X, X^ X, X e però servono a determinare i rap- 
porti di queste. Ne viene che le quantità X, Xj X, possono assumersi come coor- 
dinate omogenee di un punto del piano II. 

2. Significaio geometrico delle coordinale X,.. Consideriamo il tetraedro OPP'P'". 
e chiamiamo d la distanza del punto dal piano n. Uguagliando due delle espres- 
sioni del volume di quel tetraedro troveremo: 



|d.areaPP"P"' = lj^^^_. 



a?/ a?2' x^' 



d/" X^'" Xs'" 



Così, uguagliando le due espressioni analoghe del volume del tetraedro OPT'T" 
si trova : 



ld.areaFF'P'" = J 



a?/ x^' x^ 
a?," 05," x," 



x/" a?,"' x,"' 



Da queste due relazioni si rileva che : 

X,=^i±^t-^,-,areaPP''P' 



area PT'T" 



Indicando quindi con 1 l'area del triangolo P' P" P", potremo scrivere le re- 
lazioni : 

X,=^^Ì^areaPP"F" ; X,= ^^areaPF"F ; X, = ^i±^ area PPT", 

le quali ci provano essere le coordinate \ di un punto P del piano n proporzio- 
nali alle aree dei triangoli pp"P'" , pp "P' , PFP". In seguito supporremo scelto 
il fattore di proporzionalità in modo che risulti 

X, = area PFP'" , X, = area pp-p' , X, = area PFP" , 
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e chiameremo iriangoìari le coordinate li corrispondenti a tali ipotesi, p. e. il 
baricentro del triangolo pp'P" ha le sue coordinate fra loro uguali (*). 

Rammentando che pp"P" .|-pp'"p+pp'P'=P'P"P"', concluderemo la seguente 
relazione non omogenea fra le coordinate triangolari d un punto : 

(3) X^ + Xj + X3 = A ; 

è però da notarsi che pei punti air infinito del piano assieme a quest'equazione 
6 soddisfatta la seguente [come risulta dalle (2)] 

(4) X^+X, + X3 = 0. 

3. Trasformazione delle coordinate. Sulle coordinate X,. facciamo la trasfor- 
mazione lineare determinata dalle formolo : 

(5) gli = a^ IX, + 0,2 1x2 + 0,3 1x3 (e = 1 , 2, 3) , 
eliminando col mezzo di esse le X dalle (2) otterremo : 



{aita!r'+Ou^r'-^<^ii^r'%M(^i2^r-^(^2t^r'-^Oz2^^^^^^ 

(r = l, 2, 3). 



(aii+02«+a8i)lAi+(ai2+022+a8j)iXj+(tt,3+a23+a33)iA3 



E se poniamo 
(6) v<=(ttit + «2i+a8.)^ 

otterremo 

flffg/+q2tagr'+Q8|agf'" ^ _^ ^y€.rìl^^ryjz2^rZ ^ ^ «lag^r' + ^gS^r '+q33agr "' ^ 
^ Q|i+<^2t+q3i ' * ^12+^^22+^82 ' 0,3+028^-083 ' 

*■ V, + Vj + V3 

(r = !,2,3). 

Ora» queste formole hanno la stessa forma delle (2); epperò esse ci condu- 
cono alia conclusione seguente : 



(*) I primi ad usare queste coordinate furono Lagrange e MObius. Esse pre- 
sentano il vantaggio sulle coordinate trilineari di poter facilmente generalizzarsi sì 
da BerTire allo studio della geometria sulla nfera. Y, MSbius. Ueber eine neue 
Hehandlungsweise der analtftUchen Sj^hdrih (Gesamm. Werke T. II). 

voL, XXIV. 22 
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La trasformazione lineare risullanle dalla combinazione delle (5) (6) equi- 
vale al ^passaggio dalle primitive coordinale triangolari alle coordinale analoghe 
riferite al triangolo i cui vertici hanno , nelV antico sistema di coordinate , le 
coordinale 

Discende da questa proposizione che le forraole più generali con cui si passa 
da un sistema di coordinate triangolari ad un altro, sono le (8) colla condizione 

(7) Oh + Osi + «3, = a^j + a„ + Ost = a„ + a^^ + agg. 

Siccome poi è lecito supporre che il valore comune di queste tre somme sia 
A cosi potremo anche dire : 

Se (Hi,. , a^,. , a,^) (r=l, 2, 3) sono le coordinate triangolari di tre punti P, 
del piano rispetto a un dato triangolo fondamentale^ saranno 

P^» = a^il^i+ai2t^ + a,.8iX8 (i=l,2,3) 

le formale piii generali che servono a passare a un secondo sistema di coordi- 
nate analoghe. Il nuovo triangolo fondamentale è V^ P^ P^ e il coefficiente p mi- 
sura la sua area. 

4. Sezioni piane di una superficie. Se neir equazione F(o5ja52a?s) = di una 
superfìcie algebrica in coordinate cartesiane si sostituiscono, a XiX^iVi i valori 
dati dalle (2), e si libera da fratti Tequazione risultante, si otterrà un'equazione 
omogenea nelle variabili X^X^Xg, la quale rappresenterà, in queste coordinate, la 
curva d'intersezione del piano dato con quella superficie ; Tordine della curva sarà 
uguale a quello della superficie. 

Viceversa, qualsivoglia equazione ^(XfX2X3)=0 [che possiamo sempre supporre 
omogenea, perchè, se non lo fosse, si ridurrebbe tale servendosi della (3)] rappre- 
senterà una curva del piano dato. 

Volendone una rappresentazione analitica come curva nello spazio , basterà 
eliminare dalla equazione precedente le X^. servendosi delle (2) e considerare il ri- 
sultato deirelìminazione come facente sistema coirequazione del dato piano. Si po- 
tranno cosi ottenere le equazioni di infinite superficie passanti per la data curva; 
ma se 4^ è una funzione algebrica di grado n, sarà lecito far si che queste siano 
algebriche : il loro minimo ordine sarà n. È fiicile vedere che una di queste su* 
perfide d'ordine minimo non avrà sul piano considerato punti esterni alla curva 
data; ne segue che il numero dei punti in cui essa è secata da una retta del piano 
dato (cioè il suo ordine) sarà lo stesso del numero in cui la data curva è incon- 
trata da una retta del suo piano. Dunque lordine della curva <I^(X4>,X,)=0 è de- 
terminato dal grado della funzione ^(X^X^X,). 

5. Scelta del triangolo fondamentale. Per ottenere delle formolo più semplici, 
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conviene scegliere in un modo speciale i vertici F , P" , P'" del triangolo fonda- 
mentale: noi li prenderemo coincidenti colle tracce del piano che si considera sugli 
assi coordinati e faremo l'ipotesi che nessuno di questi punti sia a distanza nulla 
infinita dall'origine : ai casi in cui queste ipotesi non sono verificate si perviene 
con passaggi al limite. Ponendo 

0P' = 5, . OF' = f, . 0P"' = 5,, 

saranno ^, §, $, tre quantità finite e diverse da zero che assumeremo per coordi- 
nate del piano P' P" P'" ; e le formolo (2) e (3) diverranno 



(2) 



a!t = ^ , A = 2X, (t=l,2, 3). 



É facile esprimere in funzione di (, g^ |, gli elementi principali del triangolo 
p/ p.. p... ^ jg espressioni che si ottengono sono utili per poter introdurre nelle for- 
mole solo quantità che si riferiscono ad enti posti nel piano che si considera. 
Chiamando P|PtPt gli angoH, PtPtPa i lati del detto triangolo, A la sua area ed 
R il raggio del cerchio ad esso circoscritto, otterremo : 



(8) 



(9) 



(10) 



g^ ^ / -Pi*+P«"*+P? ^ g^ ^ / pi*-p»'+p7 ^ 5j = .jp±ìPtEs^ 
5,* .. 24 



cosP,= 






, senP,= 



V(5,H5,*)cl,*+5,*) 
2A 



cosP.=-T= "' = , 8enP,=— ^._ 



cosP,= 



5,* 



V(f?+5?Kl?+l?) 



, senP,= 



2A 



V(§,*+5,*)(V+5,*) 



CI) 



« = 41 >^(5** + ?»*)«»* + S.^XS." + 5,*) . 
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CAPITOLO IL 

Formole fondamentali per lo studio dei sistemi di punti e dì rette 

in un piano. 

6. Problemi sulle coppie di punti. Dalle note espressioni delle coordinate 
del baricentro di due punti dati nello spazio, si deduce immediatamentCì coli' aiuto 
delle (2'), che : 

Se X^ jjL^ sono le coordinale triangolari di due punii, a cui siano annessi i 



pesi 1 m, le coordinale del loro baricentro saranno 



1 + m 



1 due punti [di coordinale -4= — — dividono armonicamente il segmento 

l±in 

compreso fra i due punti di coordinale X^ , [jL|. 

Per mezzo delle stesse formole (2') e dell* espressione della distanza di due 

punti in funzione delle loro coordinate cartesiane ortogonali , notando che è 

r 9 COS Pv . . , 

5f* = Pi Pi Pj — — , SI trova che : 

Pi 

La distanza d fra i due punti di coordinale triangolari X^ , jji^ è determinala 
dalla equazione: 

(•2) d* = 4l^ I ~ f' a. -.*,)* + ^(5^.-^0* + ^ (3^, -.^«)»(. 

Alla (1^2) si può dare un'altra forma degna di nota. Ponendo per un momento 
/^-|x^=v,. , avremo 

(a) V, + Vj + vj = , 

e potremo scrivere la (12) così : 

d^ = 2^ K- Pi* + P2' + P3*) V,* -h (p,* - p,* + Ps^) v,^ + (Pi^ + Pt^ - P3*) Vs' 1 , 
ossia 

d* - 2!^ 1 (- V,« + V,^ + V3^) p.« + (V,* - V,^ + V3») p,* -f (V,* + v,« - V3«) p,« \ , 

0, tenendo conto della (a) , 

d*=-^tPi*V2V5 + p,*v,v,-f-p,«V4V2} 
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finalmente, sostituendo a v^ il suo valore, 

(*-^') ^* = - i i Pi Wl^2HX3-I^3) + P2* (^S-l^3)a|-i^|) + P^Hh-l^lKK-ì^z)]' 

7. Problemi sulle terne di punii; coordinale triaìigolari di una retta. Affin- 
chè tre punti siano in una retta è necessario e sufficiente che essi stiano in un 
piano con un quarto punto qualunque dello spazio, p. e. colTorigine delle coordi- 
nate. Applicando quest'osservazione si deduce : 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè tre punti del piano conside- 
rato, aventi per coordinate rispettivamente >„ia/,Vj, siano in linea rella^ è che sia 



(13) 









1*3 



= 0. 



Segue da ciò (conte, del resto, anche dalle osservazioni fatte nel n. 4) che una 
equazione lineare nelle coordinate triangolari di un punto rappresenta una retta. 
Così, la congiungente i punti di coordinate {i^Vj avrà per equazione la (13) in cui 
si considerino le X come coordinate correnti ; i coefficienti delle X in essa equazione, 
cioè i determinanti estratti dalla matrice rettangolare 



1*1 



1*2 



1*3 
V, 



si diranno coordinate triangolari della retta e verranno indicate colle lettere l, J2/3. 

Ad esempio la retta all'infinito ha le sue tre coordinate fra loro uguali (v. n. 2) (•). 

Se i tre punti considerati non sono in linea retta e se ad essi si annettono 

i pesi 1, m, n; ti loro baricentro avrà per coordinate ~ — ^ * e l'area T del 

triangolo di cui essi son vertici sarà espressa nel seguente modo : 

X| X2 X3 



(14) 






l*i 



l*t 



1*8 



(*) Il sistema di coordinate triangolari è caso particolare del sistema di coordi- 
nate proiettive ; il punto unità è il baricentro del triangolo fondamentale , la retta 
unità è la retta airinfinito del suo piano. Quest' osservazione permette di applicare 
alle coordinate in discorso, alcune formole ohe si sanno valere per un sistema qual- 
sivoglia di coordinate proiettive. 
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la (14) si ottiene iromediataroente uguagliando fra loro due delle espressioni del 
volume del tetraedro avente per vertici l'orìgine e i tre dati punti. Notiamo che 
la (14) mostra che le coordinate triangolari d'una retta sono proporzionali alle aree 
dei tre triangoli aventi per base comune un segmento arbitrario di quella retta e 
per vertici ciascuno uno dei punti considerati. 

8. Disianza di un punto da una rella. Date le coordinate cartesiane di un 
punto e le coordinate Pliickeriane di una retta nello spazio, si può mediante una 
nota formola (*) calcolare la distanza di quello da questa; applicandola si trova 
senza difllcoltà che : 

La disianza S del punlo di coordinate triangolari X^ dalla rella di coordi- 
nate triangolari 1^ è determinata dalVequazione 



(15) 



=- 



2 (f,X, 4-^2X2 + VA3) 



./ fcOSP, ,, , ,^ COSPj,, , . , COSP3 ., ,.^) 

^ Pi Pi Pi ' 

Ponendo per brevità 

(■6) F„ = 2^o,-g« + £^*o,-i,)t + 5^(,.-,,)«. 

Pi Pt Pi 

potremo scmere la (15) sotto la forma: 

2 2 li\ 



(15') 



5=. 



Vp«PiP.F« 

intendendo la somma estesa da i=l a t=3. 

9. ProhÌAmi sulle coppie di rette. Le due rette aventi per equazioni 

l,% + li\ + h% = , J,"X, + V'i, + tj% = 
si secano in un punto avente per coordinate : 



(H) 



A 


'2" t." 




1 1 

Il" h" 



à 


w w 
h" li" 




1 1 i 


1 w w w 


1 li' 


It" h 


II 



; x,-- 


A 


li' v 




1 1 1 




',' U h' 




w 


' W h 


ti 



(*) V. p. e. D* Ovidio. Teoria analitica delle forme geometriche fondamentali 
(Torino 1885) p. 177. 
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Servendosi poi dcHe formole determinatrici delll'angolo di due rette nello spa- 
zio delle quali si conoscono le coordinate pluckeriane (*), si trova che : 

rangola 6 di due relle di cui 1/1/' sono le coordinale triangolari può de- 
lerminarsi con, %ma qualunque delle seguenti formole 

1 1 1 

*l 't *8 
(% t% '8 



sen6 = 



(18) 



coso = 



Frr 



VF/'/'F,»,.. 



tg6 = 





1 


i 


1 






w 


'.' 


/.' 




t," 


Iz" 


l," 





APlPtPjFjT 



avendo posto per brevità [cfr. eq. (16)] 

(16') F,,. = ^(J,'-l,')(^"-V') + ~*(V-I,')(/,"-l,") + ^(«,'-V)(l,"-t."). 
Pi P» Ps 

Ne segue che la condizione d'ortogonalità delle due rette è : 

(19) F,.,.. = 

mentre la condizione di parallelismo è 

I 1 1 



(20) 



',' W W 
I." /," /," 



= 0. (••) 



(•; D'Ovidio 1. 0. p. 174. 

(**; Dalle (19) (20) sì ottiene : 1" L'equazione della perpendicolare condotta dal 
pnnto di coordinate Hf alle rette di coordinate m^ ha per equazione : 



1 >. 


h 


h 


<»1 


(*i 


H 






9mj 
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Notiamo ancora che si può dimostrare senza difficoltà che se [x/ , |ji/' sono le 
coordinate de' punti ali infinito delle due rette date, la condizione d* ortogonalità 
può anche scrixersi sotto una delle seguenti tre forme: 

\ Pi Pk y Pi \ Pi Pi / 

essendo i , /e , I una permutazione di 1, 2, 3. 

10. Continuozione. È utile ottenere le formolo analoghe alle (18) (19) (20) 
che si riferiscono al caso in cui delle due rette di cui si vuol determinare ran- 
gole si conosca Tequazione complessiva. Supponendo 

2 l,' X,. .1 /,./' X,. = l A,, X, X, (A,, = A,, ; i , i' , i" , ft = 1 , 2, 3), 



avremo 

l/l/' = A« , W + W = 5A,, = 2A,,. 

introducendo poi le seguenti abbreviazioni 
(22) B,=:A„+A38-2A„ , B,=A3,+An-'M3i , Bs=A„+A„-2A„ , 

troveremo : 

An A,2 A|3 I 



(23) seno = 



Aj, A22 A23 1 

Asi A82 A33 1 

Ilio 



\Pi* l'i* Ih* T'tVt 



cos P, - 2 ?2 ?1 cosP, - 2 -• ?2 CO8 P, 
Ps Pi Pi Vt 



e il sno piede ha per coordinate : 



i = ^r 



(m,^j-f w,f/2+)n3f/3) (i=l, 2, 3) 



2^ L'equazione della parallela condotta da quel punto a quella retta è rappresen - 
tata dall'equazione : 



>• 



>• 



I '% '8 

i'\ l^t f'S 



= 
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(24) cosO = 



n p D 

— cosP, + — cos P, + — cos P. 

Pi . * Pt Pi 



'P.* P»* Ps* P« Pj Ps Pi Pi P» 



(25) 



tgO = 





A,. 


A« 


A„ 


1 


1 

i 




A„ 


A« 


A„ 


1 






A„ 


A„ 


A,. 


1 






1 


1 


1 








R (-1 cosP, + ^ C0SP2 + — COSP3 ) 



La condizione d* ortogonalità e quella di parallelismo delle due rette sono 
dunque rispettivamente 



(26) 



B B R 

— cosPj + ~cosP2 + -^cosP8 = 0; 



Pi 



Ps 



(21) 



An Ai* Al, 1 



MI ^21 "M 



1 



A,! A^2 A3S I 



1 1 



= 0. (•) 



1 1 . Problemi sulle terne di rene. V area T del triangolo i cui Mi hanno 



(*) La condizione affinchè la retta 2|^i+Z2^2+ ^8=0 ^i^ perpendicolare a nna delle 
rette rap 

avendo posto 



due rette rappresentate complessivamente dall'equazione ZA^^X^X^^^O, è £A,^r/4=0, 



PtPs * P» Px ftPi J»! Pa 
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rispeltivamente per coordinale 1/ , 1/' , 1/" è determinata dalla formola ; 

M 4 ^8 



(28) 



T = l 



P." 1," h" 

W" h'" 1,'" 



1 1 1 

] " 1 " 1 " 

'% 't '» 

1 III 1 in 1 III 

M '« '» 



U' 


1.' 


V 




1 


1 


i 




1.'" 


U'" 


W" 





M '2 'S 

M h 'S 

1 I 1 



Quando le tre rette passano per un punto» e solo allora, T=0; per conseguenza 

W W W 

(29) W V /a" =0 

ir It' h" 

è la condizione necessaria e sufficiente affinchè le Ire date rette concorrano in 
un punto. T risulta infinita quando due delle rette date sono parallele (v. n. 9). 
12. Equazione del cerchio in coordinate triangolari; punti ciclici del piano 
V equazione (9) dimostra che il luogo de' punti X che stanno da un punto fisso y 
alla distanza r ha per equazione in coordinate triangolari : 

dunque come equazione del cerchio di centro y e raggio r può assumersi la se- 
guente 

(30) A* 2 ^X,«-2i(X,4-X.+X3) 2 ^^X,T,+ (X,-fX,+X,)»(s^*Y,«.r*l^)=0. 

t Pi i Pi ^i Pi ^ 

Al variare delle costanti y^.r quest'equazione rappresenta tutti i cerchi del 
piano ; o siccome, qualunque siano queste costanti, Tequazione è soddisfatta dai va- 
lori delle X^ determinati dalle equazioni : 

i Pi i 

cosi tutti i circoli del piano si sogliono considerare come aventi comuni due punti. 
Questi stanno all'infinito perchè le loro coordinate soddisfano la (4) ; è noto che 
essi sono immaginari e portano il nome di punti ciclici. 
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La condizione affinchè la retta 

2 li\ = 

passi per un punto ciclico si ottiene eliminando le X fra le tre ultime equazioni 
scritte ed è quindi 

Pi Pi Ps 

cioè 

resta cosi determinato il significato di quella funzione quadratica delle coordinate 
Iriangolari di una retta che introducemmo nel n. 8. 

É poi facile vedere che, viceversa, qualunque curva di 2® ordine passante pei 
punti ciclici del piano è un cerchio. Segue da ciò che se C=0 è Tequazione di un 
cerchio arbitrario del piano, quella d*ogni altro sarà della forma : 

aC + {a^\ + a^\ + a^l^) (X, + Xj -H X3) = 
essendo a aia^^s ^^^^^ costanti. Si può assumere p. e. 

C = p,^ \l, + p,» X3X, + p3» X^X^ (•) 
e ritenere quindi 

Pi* hh + P»* Vi + Ps* ^1^1 + (^1 + ^2 + ^3) («1^1 + «1^2 + «3X3) = 

come equazione generale di un cerchio del piano. 

Affinchè quattro punti di coordinate X/'">fi=l,2,3 ; r=1,5,3,4) stiano su un cer- 
chio, è necessario e sufficiente che si possano determinare tre costanti a, 04 a^ 
in modo che sia 

Pi* X,(')X3(^)+p,« X3«^X,('')+P3* X.(')X,(')+(X,(')+X,(^)+X3(0(a,X/^)+a,X,(O+a3X3(^))=0 ; 
ora, la condizione per ciò è che sia nullo il determinante 

(31) I p,» X,(^)X3(') + p,« X3(')X/') + P3« X,(')X,(') , X.(-) , X,(^) , X3<^) I = 0, 
(le quattro linee del determinante si ottengono da quella scritta facendo in essa 



(*) L'equazione C=0 rappresenta il cerchio circoscritto al triangolo fondamentale. 
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successìvanicnte r = 1, 2, 3, 4); dunque: la (31) è la condizione di condclicilà dei 
quattro punii considerali. 

CAPITOLO III. 

Formolo fondamontali della teoria analitioa delle ourve di 2® ordine 

in coordinate triangolari. 

13. L'equazione generale di 2^ grado nelle coordinate triangolari di un punto, 
può scriversi sotto la forma seguente 

(32) fO^xhh) s A„x^«4.A,jV+AjaV+2At3X,\3+2A3t^8\+ -A,jX,), = , 

0, più brevemente, 
(32') AX) = ^ArtX<x^=0, 

purché intendiamo che la somma (come tutte quelle che dovremo considerare in 
seguito) si deve estendere ai valori 1,2,3 di t,ft e che sia A/z^^Aj^^. Porremo poi 



(33) [A] = 



A|i Ah A43 

Ati Aj2 A23 
A31 A32 A33 



Ax,. = f l^/i(>) = } \UV-) = Aj^ onde A^ =/0). 



Quando non avvertiremo esplicitamente il contrario, supporremo che i coefB- 
cienti ki/t siano reali e che il determinante [A] {discriminanle della forma ternaria 
quadratica A^x) sia diverso da zero. 

i4. La curva rappresentata dall* equazione (32) è di 2® ordine (n. 4). Una 
retta qualsivoglia 

li ^1 -f It ^« + !« ^s = 

del jìiano consideralo la seca in due punii reali e dislinli, coincidenli imma- 
ginari secondochè 



(34) 









A„ 


A« 


A„ 


^ 


A 


l 
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A„ 


A„ 


A„ 


k 


{ 







A„ 


A., 


A» 


h 








h 


h 


'. 






< 
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Considerando il determinante recìproco di [A] 



(35) 

avremo 

(36) 

e diremo 
(37) 



[A] = 



■^n 



'w 



"« 



'•52 






A l 
{ 



= -2Artl,J, 



2 A,» 1,4^ = 



pfuaztone tangenziale della data curva di 2" ordine. Da questa equazione segue 
che per un punto gualtinqtte del piano passano due (rette ognuna delle quali seca 
la curva in due punti coincidenti, cioè) tangenti ; la curva si dice in consegueota di 
2* classe. Le due tangenti passanti pel punto x sono reali e distinte, coincidenti 
imaginarie, secondocAè 











A|i A, 2 A,, X, 




(38) 




A X 

X 


= 


Ah A,| Ajj X, 

Aji A,j A,, X, 


^0. 

< 






X, X, X, 




Notiamo che, 


introducendo le abbreviazioni seguenti 


(39) 


A, = SAy , A = SA,. 


si avrà 






1 


A 1 




(40) 








1 


= -A. 





15. La retta airinfinito del piano (la cui equazione è x^+x^-fXjiriO) incontra la 
curva in due punti reali e distinti, coincidenti o imaginari secondochè 



A 1 
1 



¥■■ 
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E noto che una curva di 2^ ordine si chiama tperbote, parabola o ellisse secondochè 
essa ha airinfinito due punti reali e distinti, coincidenti o imaginari; dunque ap- 
plicando la (40) potremo dire : La curva di 2® ordine rappresentala dalV equa- 
zione (32) è un iperbole, una parabola o un ellisse secondochè la quantità A è 
negativa, nulla o positiva. 

In ogni caso la condizione affinchè una retta passi per uno dei punti air in- 
finito della curva, ossia Tequazione tangenziale complessiva di questi due punti, è : 

(41) An(^ - h)' + A„(fs - h)' + A3s(l, - hY + 2A„(/3 - l,) (t. - {,) + 

+ 2A3|(^ - U't - h) + 2A,,(/, - IM - U) = 0. 

É facile vedere che se una linea di 2<^ ordine (non composta di due rette), 
avente un'equazione a coefficienti reali, ha un punto reale ne avrà infiniti; segue 
da ciò che ogni iperbole o parabola conterrà sempre infiniti punti reali , cioè 
sarà una curva reale: siccome altrettanto non può ripetersi per T ellisse, cosi 
nasce la questione di trovare un criterio analitico per distinguere 1* ellisse ima- 
ginaria dalla reale. Questo problema si può risolvere nel seguente modo : Consi- 
deriamo il fascio determinato da due rette qualunque del piano 



i • * 



2n,x. = 0; 



è chiaro che la condizione necessaria affinchè la data conica sia imaginaria è che 
qualunque retta del predetto fascio la sechi in punti imaginari. Ora , affinchè ciò 
accada dev'essere (n. i4) per qualunque valore del parametro p 



A m + pn 
m + pn 



A m 
m 



+ 2p 



A m 


+ P* 


A n 


n 




n 



<0; 



ma è noto che affinchè questa disuguaglianza sìa soddisfatta per tutti i valori di 
p, bisogna che il suo primo membro non sia decomponibile in fattori lineari reali 
e che il coefficiente di p^ sia negativo ; dunque , dopo una facile trasformazione , 
concludiamo : 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè la curva rappresenlaia dal- 
l' equazione (32) sia (un' ellisse) imaginaria è che , per qualunque valore delle 
coslanli m^ , Uj , risulti : 



(42) 



A n 
n 



<0 



[A] 



A m n 
m 
n 



>0. 



Digitized by 



Google 



)( m )( 

Neirapplicare questo teorema nei casi particolari, si sceglieranno in modo con- 
veniente le due rette ausiliarie 2fn^x<=0 , In,x^ ; p. e. facendole coincidere con due 

f i 

lati del triangolo fondamentale si possono sostituire le (i^) colle seguenti : 

AfcfcA^i-A^,* = A«>0 , [A]A,^>0, 

ove i fk ,1 sono i numeri 1,2,3 disposti in un certo ordine. 

16. Quando la linea di 2"^ ordine (più brevemente, la contea) rappresentata 
dair equazione (32) si scinde in due rette, si potranno determinare sei costanti 
Vi V'k in modo che sia 

essendo p un coeniciente di proporzionalità ; ora da queste equazioni è facile eli- 
minare le quantità I e p ; si ha infatti 



[A] = 



8p3 



l\l\ + l\l\ t'ìl"2 + V'zl't i'2^ + l\Vn 





l\ t", 




l'\ l\ 


1 

-8p» 


r. i'\ 


X 


l"* l't 




l's i". 




l"» l\ 



(intendendo il prodotto eseguito per orizzontali), quindi 

[A1 = 0. 

Dunque, se la quantità [A] è nulla, e solo allora, si potrà soddisfare alle sei 
equazioni precedenti. In altre parole: La condizione necessaria e suffidenle affin- 
chè la curva (32) si spezzi in dite relle è che sia nullo il discriminante del suo 
primo membro. 

Le due rette di cui si compone la curva considerata quando sia [A]=:0, pos- 
sono essere reali e distinte, coincidenti o imaginarie. Per distinguere questi vari 
casi, basta determinare le intersezioni di quella curva con una o, al massimo, con 
due rette del dato piano. Considerando, ad esempio, la retta air influito, si con- 
cludo che quelle due rette sono reali e distinte (formano una coppia iperbolica 
di rette) , parallele (formano una coppia parabolica) o imaginarie (formano una 
coppia elli//tea di rette) secondochè 

< 

A = 
> 

Le due rette costituenti una coppia parabolica possono poi essere reali e di- 
stinte , coincidenti o imaginarie ; per caratterizzare analiticamente questi vari 



Digitized by 



Google 



)( 184 )( 
casi, pi consideri una retta qualunque del piano 



e si vedrà che quei tre casi corrispondono rispettivamente alle ipotesi 

A t 
( 



= 0. (•). 



Notiamo finalmente che quando la (32) rappresenta due rette coincidenti, non 
solo è nullo [A] ma lo sono tutti i suoi suddeterminanti di ì"" ordine. 

11. Quanto si espose nei due numeri precedenti permette di distinguere in 
ogni caso a qual varietà appartenga un luogo di 2^ ordine determinato dalla sua 
equazione , cioè porge una classificazione dei luoghi di 2® ordine in coordinate 
triangolari di punti. Come complemento dello studio fatto vogliamo determinare 
le relazioni che devono passare fra i coefficienti ki^ affinchè la (32) rappresenti 
un cerchio. 

Siccome (n^ 12) come equazione generale di un cerchio in coordinate trian- 
golari si può prendere la seguente 

Pi* >«^s + T>2* Vi + Ps* W + («i^i + «2^2 + ^3^.3) Oi + \ -i- >s) = . 

cosi la questione che ci proponemmo equivale a determinare le condizioni affinchè 
la (32) si possa ridurre a questa forma. Ora, affinchè le due dette equazioni 
rappresentino la stessa curva , debbono i loro coefilcienti omologhi essere pro- 
porzionali ; dunque si avranno le seguenti equazioni di condizione 

pA|, = a| pA2» = a» pA83 = «3 

2pA23 = Pi* + a2 + a8 , ^pAj, =P2*H-as + ai , 2pA„ = p3* + «i + «2- 

Eliminando le incognite p , Ai » «2 « ^s f<*^ queste relazioni, si trova 

fi Qv ^11 + A 33 — 2A 28 __ A38 + Af i — 2A3I Aji + A22 — 2A|2 
(") ^1 ^1 ^;ì • 



(*) Prendendo come rette ausiliarie i lati del triangolo fondamentale, si può fa- 
cilmente mostrare che le due rette, di cui si traila^ sono reali (imaginarie coniugate) 
$e nessuna delle quantità A^^ è positiva (negativa) e una almeno è diversa da gero, 
e coincidono se quelle tre quantità sono nulle. 
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Queste sono le cercale equazioni di condizione perchè la curva (32) sia un 
cerchio. 

18. 11 metodo usato per classiiicare le coniche supposte determinate dalle loro 
equazioni in coordinate di punti può, con lievi modificazioni, servire a classificarle 
quando siano determinate dalle loro equazioni tangenziali , come risulta da ciò 
che segue. 

Sia 

(31) ^iW,) = A„ U^ + A„ /,« + A,, ?3* + 2A,3 ^'s H 2A3, l,U + 2A„ l.ì, =-- 

ossia 

(3T) <p(t) = ZA,,t,l, = 

Tequazione della curva in coordinate di rette. Chiamando, come si suole, un punto 
del piano della curva pMcìiìo^ apparlenenle interno alla curva sccondochè da 
esso partono tangenti reali e distinte, coincidenti immaginarie, un risultato già 
ottenuto [n. 14 (38)] può enunciarsi cosi: 

Un punto di coordinate X^ è esterno^ appartenente interno alla cui^va (31), 
secondoc/iè 



(38) 



A X 

X 



^0. 

< 



Ciò posto, è evidente che affinchè l'inviluppo sia immaginario è necessario e 
suificiente che tutti i punti di una punteggiata posta ad arbitrio nel suo piano 
siano ad esso interni ; si deduce da ciò che : 

Le condizioni affinchè Vinviluppo (31) sia immaginario, sono che si abbia 
contemporaneamente : 



(44) 



i<0 [A] 



A {JL V 
|JL 

V 



>0 



qualunque siano i valori delle costanti (i^- , v^. 

Queste condizioni si possono porre sotto una forma più semplice supponendo 
che i^due punti ausiliari pi,- , v^ siano alUnfinito ; infatti, essendo in tal caso 

1*1 + 1*1 + 1*8 = ; V4 + v, + v, = 0, 

alle (44) si possono sostituirò le seguenti condizioni 

(a) v,^AA„-A,')-2v,v,(AA,,-A,A,)+V(AA„-A,«)>0; (b) [A| A > 0. 
VOI. x.\iv. 24 
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iMa v'ha di più : siccome il discriminante della forma quadratica che sta al primo 
membro della (a) vale — 4A[A], così, quando sia soddisfatta la (ò), lo sarà anche 
la (rt) purché il coefficiente di v^* (o Vj*) nel primo membro di essa sia positivo. 
Dunque potremo dire : 

V invilu'p'po 2A^^ l^ l^ - è imaginario quando sia contemporaneamente 

(45) AA,,-A^«>0 , [A]A>0 

essendo r uno qualunque dei numeri 1,2,3. 

Supposto ora T inviluppo reale, vogliamo distinguere se esso sia parabolico , 
ellittico iperbolico. Anzitutto, affinchè sia parabolico è necessario e sufficiente 
che la sua equazione sia soddisfatta dalle coordinate della retta alllnfinito ; dunque: 

L'inviluppo è una parabola se A = 0. 

Se non è parabolico , V inviluppo sarà ellittico quando e solo quando ogni 
punto della retta all'infinito è ad esso esterno; quindi, applicando il primo teo- 
rema dì questo numero, si conclude che : 

V inviluppo 2A,^t<Ifc=0 è mi ellisse reale se AAy^-A^*<0(r=l,2,3) [A]A>0. 

E quindi: 

L'inviluppo è un'iperbole se [A]A<0. 

Finalmente si vede, in modo analogo a quello indicato nel n® 16, che Vinvi- 
luppo si scinde in due punii quando e solo quando sia nullo il delerminante 
[A] ; e facile determinare quando questi due punti siano reali e quando iraagi- 
nari e mostrare che affinchè coincidano devono esser nulli i determinanti di 2'* or- 
dine del predetto determinante. 

19. Molte proprietà delle curve di 2® ordine sono indipendenti dalla specie a 
cui esse appartengono; gli è di queste che ora ci occuperemo, supponendo sempre 
la curva da studiare determinata dairequazione (32). 

La congiungcnte i punti L(x,X2>3) , M (1X4 pi2 pia) seca questa curva in due punti 

aventi per coordinate -^ — ^ , essendo k radice dell'equazione 

(46) Axx + 2fcAxp, + &*A^^=0. 

1^ Se il punto M sta sulla curva, una delle radici di quest* equazione è infi- 
nita : affinchè lo sia anche l'altra dev'essere 

(47) Ax^=0; 

se nella (47) si considerano ìe \k come coordinate di un punto della curva ^ te à 
come coordinale correnti , essa rappresenta la tangente alla curva nel punto 

M(|^iIA,|is). 
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2** Supponiamo ora che i due punti L , M non appartengono alla curva e pro- 
poniamoci anzitutto di determinare la lunghezza della corda della conica che sta 
sulla retta da essi determinata, di trovare, cioè, un'espressione pel più semplice « in- 
variante simultaneo metrico » della retta LM e della curva. Chiamando e quella lun- 
ghezza troveremo facilmente ; 



(48) 



c* = 



A il ^It *^|3 ^1 






A31 A32 A33 Z3 


Sp<PftCosPt(«< 


-w* 


l, k h a 







2 A« {In - «* + 22 A,, il, - k) (i, - k) 



ove 1, /*, k è una permutazione circolare di 1, 2, 3 e /^ sono le coordinate trian- 
golari della retta LM. Dalla (48) si può dedurre di nuovo quanto dicemmo in prin- 
cìpio del n. 14 ; inoltre da essa segue che c=0 solo se accade che la retta LM 
tocchi la curva, che essa passi per un punto ciclico (v. n. 15); e che e =00 solo 
se la retta considerata passa per uno dei punti all'infinito della curva (v. n. 45) (*). 



(*) Se la data curva di 2° ordine si scinde nelle due rette di coordinate w,. ,m^., 
si ottiene V espressione seguente per la lunghezza Ci del segmento della retta l^ 
compreso fra esse : 



Ci^'sfpiPzPti^u 



h 


h 


^3 




h 


h 


h 




h 


h 


h 


w, 


»»« 


fM, 




»M, 


tnt 


«ij 




«. 


«4 


«3 


«1 


»» 


«» 




1 


1 


1 




1 


1 


1 



La quantità c^ , e così le analoghe c^ , c^ , sono invarianti metrici del sistema 
delle tre rette Z, m, n. Quantità della stessa specie sono le seguenti 



^"^PiP^P^^a^mm^n 



m^ tUf tttg 
n, », «, 
1 1 1 



?. h h 



HHm fftn Iti» 



n, V, n. 



n, », «, 

h h h 
1 1 l 



«. h h 

f»l tWo »»3 

1 1 1 
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3** Mantenendo l'ipotesi fatta che i punti L ,H non stiano sulla curva data, 
ccrcliinnio la condizione affinchè essi formino un gruppo armonico colie interse- 
zioni delle loro congiungenti colla curva, cioè siano coniugati rispetto a questa. 
Dalla (47) si ottiene subito che tale condiziono è 



(41) 



Ax^ = 0. 



Notiamo che la (41) può anche scriversi 



(4T) 



A X 
V. 



A|| A|2 A|8 A| 



A« 


A« 


A». 


^ 


A,. 


A„ 


A„ 


h 


V-i 


1^2 


l*. 






= 0; 



anche, se £ B,-^ /^ f/^ = è Tequazione tangenziale della coppia di punti L,H, 
(41") 2A,,Ba = 0. 

Il luogo (lei punti coniugati rispetto alla data conica del punto H({ì|(/2(ì3) del 
suo piano, cioè la polare di M, è la retta rappresentata dalla (41) o (4T) (*). 



"JPiPtPz 
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h 




w, 


w, 


»»•» 


: 


«1 


«* 


«» 





Fm ?I Z, Zj 



F«» 


«, 


m. 


w, 


F». 


«1 


»t 


«. 


F., 


1 


1 


1 



(ove Ff|=:0); perchè la prima di esse misura il raggio del cerchio circoscritto e la 
seconda il i aggio del cerchio inscritto, relativi al trilatero Imn. 

de nella (48) si considerano le Z,- come coordinate correnti , e come data, essa 
roppresenta Tinviluppo delle coide di lunghezza e della data conica ; cfr. una nota di 
Gundelfinger nel Zeiischrift filr Math. und Phps. Voi. 19 p. 72. 

(•) Più generalmente: Dato un punto M(/i,f/2^^3) ^^^ piano d*ana conica A;j^=0, 
il luogo de* punti L()|>2^8) ^^^ formano con M e colle intersezioni della retta LH 
colla curva un gruppo di dato rapporto anarmonico p^ è la conica 



w- 



^'^uA,, = 0. 



Questa conica tocca la data nelle sue intersezioni colla polare rispetto a questa del 
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Ad ogni punto del piano corrisponde una retta come polare ; viceversa ogni 
retta £)n{Xj=0 del piano della curva è polare di un determinato punto M(|i, ii, |x,), 
polo di quella retta; le sue coordinate si ottengono risolvendo rispetto a Vtìf^tV^sP 
le equazioni seguenti : 

Ah li| + A„ h, + A„ j», - pm, = 
A„ |i| + A„ ji, + A„ jt, - pmt = 
A„ ìf-t + A„ m + A„ ji, - pm, = 



(49) 



l»i +1*» + l»j 



= A 



e sono quindi 







m^ A|2 A,3 






\ 


OT, A„ Ajj 




(ììù\ Il — 




W>8 A31 A33 




{DVJ JA| — 


Ah A|t A|3 wi, 




A^i Aj2 «23 Wlj 




Aai Ajj A53 m, 




1 


1 1 





li,=- 





Ah wI| A|5 




A 


A21 W?2 A23 

Asi w?3 A,3 




Ali A, 2 A, 8 Wi 


Aji A 22 A23 W2 


Aai Aa» Aj, m^ 


1 


l 1 1 ( 


) 



l^=- 



Alt Aj2 w»! 

A2, A2, vh 
A31 A32 wi. 



Ah A,2 Ais m^ 

A21 A22 A28 w?2 

Asi Ajj A,j tn» 

Ilio 



4® Supponendo ancora che nessuno dei punti L , H stia sulla curva , e rite- 
nendo dato il punto H, proponiamoci di determinare il punto L per modo che la 
retta LH tocchi la curva. É facile vedere che, affinchè ciò accada, bisogna e basta 



(•) 



pnnto dato. Essa è un'iperbole, nna parabola o un'ellisse secondochò la quantità 

è negativa , nulla o positiva ; è imaginaria, se , oltre alla saddetta quantità , è anche 
negativa la seguente : 



^-^"1^ **«-«*•!'-'• 



(*) Siccome le espressioni (50) di fA, n^ fi, sono lineari nei coefficienti dell'equa- 
zione tangenziale della curva, cosi il luogo dei poli éC una retta rispetto alle coniche 
éTuna schiera è una retta. 



Digitized by 



Google 



)( 190 )( • 
che Tequazione (46) dia per k due valori uguali ; ne viene che 

(51) AuA^^-V = 

è Vequazione complessiva delle due tangenti condotte dal punto Mdx^jiaP^s) alla 
curva kix = 0. 

Per distinguere quando queste due tangenti formino una coppia ellìttica, quando 
una iperbolica, poniamo per brevità 

(52) B,-* = A,j,A,,-/i(jx).4(yL); 

allora, invece della (SI), potremo scrivere la seguente equazione: 

(51') 5:B,fcX,X^=0; 

applicando allora alla curva di 2^ ordine rappresentata dall'equazione (51'), quanto 
si disse nei numeri 15 e 16, e ritenendo le denominazioni introdotte nel n® 18, po- 
tremo concludere : 

Il punto M([iL, pLjjAg) è inlcrnot appartenente o esterno alla curva Axx = se- 
condooM il prodotto [A] A^^^^ è positivo, nullo o negativo. 

É anche facile determinare l'angolo Om delle due tangenti che escono dal punto 
H ; applicando infatti la (25) si trova : 



■o V-[A^1 Ap,^. 
(52)tgOM^ 



a„(2|«sp..?|«.,p4;c,spO-Ì^V..-«h«|Ù:,v,..S^M.,.( 

ove, come già si fece in altra occasione, si è supposto 

(22) B,-A8j+A33-2A^ , B,=A33+An-2A3, , B3-A,,+A„-2A« ; 
notiamo che la (52) equivale alla seguente equazione : 



^v/-[AlA^, 

(52') tff 6m = -t . 

/v \2fv A cosPa 5j ., ^fv A cosPA ^- ^cosP 

Le formolo (52), (52') permettono di assegnare sotto due forme diverse l'e- 
quazione del luogo de' punti del piano da cui escono coppie di tangenti compren- 
denti un dato angolo. In particolare esse mostrano che : Il luogo de' punti da cui 
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escono Q 

Pyic* di langenti orlogonali didla curva A\x-0 ha per equazione 



^^\ 



ossia 



vfpi-'.-|^'<^'-«-+^'''--«'+^«-«Ì 



= 



(53') (I,,)(lA,^-2iI*)-2(I,,)(2A..,,^-^)+AS,,»»-^ = 0. 
t \ » Pi ^ i ^i Vi ^ » Vi 

La (530 mostra immediatamente che questo luogo è un cerchio; è il cerchio di- 
rellore della data curva. Se la curva è una parabola, questo luogo degenera nella 
retta alUnfinito e in una retta, che chiameremo retta direttrice o semplicemente 
direlirice della parabola, avente per equazione 



(54) 



(I ,,) (S A, '^) - 2 il ,,) (l A, ^, ^-^^) = 0. (•) 
i ^ t Vi ^ » ^ t ^ Vi ^ 



Supponiamo p. e. che si consideri una parabola inscritta nel triangolo fon- 
damentale; la sua equazione sarà della forma (cfr. più innanzi n. 21, 2^) 

a,« >4* + Oj* )2* + aj^^ Xg* - 2a^ a^ \ >, - Zog a^ Xg >^ - 2a^ a^ \ i^ 
Colla conJizione 

'^ causa di questa, Tequazionc della direttrice della parabola potrà scriversi sotto 
'^^ forma : 

cosP* cosPj cosPj ^ 

li, -^a, + {.» -^* o, + li, ^- a, = 0- 

Ora, qualunque siano i valori attribuiti alle a^^ purché soddisflno alla prece- 



{*) Dair essere le equazioni (530, i^^) lineari nei coefficienti deirequazione tan- 
^^T3Z£Ìale della curva, si può dedurre : 

1^ I cerchi direttori delle coniche d*una schiera, d'un tessuto , ecc. formano 
rispettivamente un fascio, una rete, ecc. 

2^ Le direttrici di tutte le parabole inscritte in un triangolo passano per un 
punto (ofr, il testo). 
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dente equazione di condizione, quest*equazione è verificata supponendo 

cosP- cosP* cosP. 

Pi P2 Pa 

cioè dalle coordinate del punto delle altezze del triangolo fondamentale. Dunque: 
Le direttrici delle parabole inscritte in un triangolOf passano tutte pel pmlo 

delle altezze di questo (*). 

20. Se una retta posta nel piano della conica \iir=0 contiene il polo rispetto 

a questa di un* altra retta , viceversa questa conterrà il polo di quella e le due 

rette saranno coniugate rispetto alla curva. La condizione affinchè le due rette 

n^i » ni f siano coniugate, rispetto alla curva A^x = ^ ^ * 



(S3) 



ossia 
(55') 



A|i A|j A|3 m, 

A m Ati Ast A25 Wi 

n As, Agj A35 TW3 

n, w, Wj 



= 



Se poi supponiamo che la prima delle due rette sia determinata da due suoi 
punti L(x, ^jXj) e M'Cpi/ jij' p,'), e la seconda dai due L().| Xj^,) , M"(iJi/'[ji2"l*5'')Ja 
condizione di coniugio potrà scriversi : 



(56) 



Ah A|2 A|3 X^ ji I 



= 0; 



A„ A„ A„ >t ?•'% 

Asi Ag2 Ajg Xj [A3 

X| X, X3 
V.\ pi", It% 
e 86 finalmente facciamo 1* ipotesi che i punti M' , H" si scelgano air infinito , si 



(•) Steiner, Geometrische LehraOUe, G. di Creile Voi. II p. 190-195; n. 5 
(V. Gesamraelte Werke, pag. 184 del P voi.). 
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potrà scriyere questa equazione sotto una qualunque delle tre forme seguenti : 

(51) l*>^.lAxV2AA,x,+l«A,,Hpi>'\+jiV*)|AV,-A(A,>4+A,X^ 

+ I^*1^"aÌAX«,-2AA,x, + A»A,,1 = (i,/i=:2,3;3,l;l,2), 

20^*>. Dal punto di coordinate [x, [l^ Va conduciamo le due tangenti alla conica 
(li equazione kii=0 e cerchiamo un'equazione determinatrice delle lunghezze d| Gf^ 
dei segmenti compresi fra quel spunto e i punti di contatto. Chiamando W^^^ le 
coordinate di uno di questi e ponendo per brevità 

= ■ 



Pi Pi Ps 

avremo le equazioni : 

= A„).^2 + A„x,« + Aj,).,* 4- 2A„V3 + 2A8,Vi + ^A^).*^^ 

Pi * Pi Ps V Pi * P« * P8 / 

= x, +Xjj +X3-A. 

Per risolvere il problema proposto basta evidentemente eliminare x, x^ x, fra 
queste quattro equazioni. A tal fine applicheremo alcuni risultati dovuti a 6un- 
del finger (*) e che si possono riassumere nel teorema seguente: 

Il sistema di equazioni 

Sb,.fcXiXA = , Ica^iX^ ; ^a<(')x^ = (r = l,2 n-3) 



è soddisfallo da quattro sistemi di valori dei rapporti -*-, —,...,-2=1; siano 
^ ' £?)"'•'•' "p)~ (r = 1 , 2 , 3 , 4) 



(*) V. la memoria Auflòsung eines Systems von Gìeichungen^ worunier sfivei qua^- 

dratisch und die Ubrigen linear. Zeitschrift fOr Math. n. Phys. Voi. XVIII, 1873 
p. 543-561. 

VOI. xxiv. 25 
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qìtesli Sistemi; allora sarà 






ove {e tre funzioni F„ F» F^^ sono definile daWidenlità {rispetto a X) 
6„ + Xc„ 6„ + )-c„ . 6,„ + ^c„ a,(«) o,<*' 



l>„ + >c„ ò„ + Xc„ . 6t» + ^c,, o,(" aV« 



6m + ^c„ 6„", + Xc„ . ft„„ + ).c„„ o„<«) o,(») 



.w) 



«,(•) 



. o, 



(«) 



a,(») o,(« 



o,<»-») a,<"-») 



o„<« 








(»-s) 



• o. 







.(»-») 



(»-j) 













= F„+2XF„U«F«. 



Un corollario immediato di questa proposizione è il seguente teorema : 
F„F,, — F„* è ti risullanle delV eliminazione delle incognite x, x» ... x„ fra leu 
equazioni 

Per applicare questa proposizione al nostro caso bisogna calcolare il valore 
del determinante (ove fi sta per fdv)): 

. . cosP, 

A,. -)...^ 



k ..cosi"» A 
Pi 



»ti 



*ji 



4 . . COsPt 



_X|/, 



cosPt 



'M 



J't *• •■ P» 



p» 



pj 



A 1 
ft 1 



, cosP, ^ cosP, , cosP, ^ (cosP, , , cosP- , cosP, , ,1 ft , 



fi 

1 



r, 

1 



1 
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servendosi dei simboli già adottati si trova che esso vale : 



essendo 

cosP, , cosP, , cosP, . 

ponendo, come già si fece, 

potremo scrivere più concisamente il predetto valore sotto la forma 
[AirA^-f X 1 Q/'-SCA/^- [A]A*)} H- ^ jg-iSa/"- Q) j. 

Segue da ciò che il cercato risultato dell'eliminazione delle x, i^ x, è : 
n[(ì^ - gjl^l^'l " 2n2[A]lMA- [AJQA* - AQ/1 8 + [A/- [A14*ì*8» = 0. 

E questa equazione risolve il problema che ci eravamo proposti. 

Come verificazione si noti che essa mette in evidenza il fatto che se il punto 
considerato si sceglie sulla curva le due tangenti hanno lunghezza nulla, e se si 
sceglie su un asintoto (n. 23) una di esse è infinita, ecc. 

21. Due rette 

mx = S7n^x^=:0 , w^s^n^x^. = 

determinano un fascio ; ad ogni suo raggio 

mx + fcrix = 

ne corrisponde univocamente un secondo 

wix + &'% - 
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coniugato di esso rispetto alla curva Axx=0 ; la relazione passante fra i coefficienti 
/e , /&' è la seguente : 



(58) 



A m* 
m 



+ (A + h') 



A m 
n 



+ hh' 



A n 

I n 



= 0. 



Ogni punto del piano della curva è centro d*una involuzione di rette coniu- 
gate rispetto alla curva ; i cui raggi doppi sono le tangenti condotte da quel punto 
alla curva : cerchiamone i raggi ortogonali. La loro equazione complessiva sarà 
della forma 

(a) m^ + (fc + k') m^ n^ + kk' n^* = ; 

la condizione d'ortogonalità dà poi 

W F,«m + (fc + fe')Fmn + fcfc'F«^ = 0; 

onde eliminando ft+fe' e kk' fra le equazioni (58) (a) (6) si ottiene : 

A m 
m 
F 

■■' «1411 



(59) 



"»x"i 




«X» 




1 A ni 




k n 




n 




n 




Kn 


] 


f.. 





= 



e questa è una prima forma dell'equazione complessiva delle due rette coniugate 
e ortogonali uscenti dal punto d'intersezione delle due rette m^=0, n^=0. Per ot- 
tenerne un'altra in cui compaiano le coordinate del punto, noteremo che l'ultima 
equazione scritta equivale alla seguente (essendo il prodotto eseguito per orizzontali) 



m. 



m. 



♦».» 



SWjtnj 



2m^mi 



2m|W, 



tniTii tTijWj TTigtis tn^n^ + ffi^Uf wi^n, + w^nj m^n2 + tn^ni 



n- 



n,* ris* 2njns 



x,« >,a X3* x,X3 



2n,n, 



2w,n2 



^3^1 



\^i 



A|i Afi Aj3 A23 Asi A|j 

Pt* P2* Ps* -PiPsCOsP, «PaP.cosPj -P4PjC0sP3 
Ora, siccome le mx=0, nx=0 sono due rette arbitrarie del fascio da esse de- 



= 0. 
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terminato, cosi si possono sostituire con due altre qualunque ; servendosi di que- 
st'osservazione si può facilmente dimostrare che alla prima delle precedenti ma- 
trici si può sostituire quella che segue : 



(a' TO, + p' n^y . . 2(a' m^ -f p' n^) (a' m, + p' n,) . . 

(a" m. + p" n^y . . 2(a" m, + p" t?0 («" ^s + ?" ^^a) • • 

(a'"n?, + p'"n,)* . . 2(a"'i??, + p'"7iO («'"m, + P'"n3) . . 
purché sia 

Assumendo in particolare 



a' s n^ - n. 



a" = w. - Wt 



e chiamando (X/ , Ij' » ^3') 1^ coordinate del centro del fascio considerato, alla pre- 
cedente matrice potremo sostituire l'altra seguente : 

^V (^'3+^'i)* ^'2* -2>/,(x'3+x',) 2x7 -2xvx'3+x',) 

' >V >V (^'i+^'ì)* -2X'3(x'.+x',) -2x'3(x\+x',) 2XV 

Ne viene di conseguenza che alla (59) si può sostituire Tequazione seguente: 

X, X, 4-X3 

X', X', + X'3 

Ai! A|2 Ai3 X j+X j 

A21 A22 A23 —X I 

^60) A A A -X' 

Ajj A32 A33 — A| 

>^'l+X'3 -V. -X', 

Pi* 

22. La polare di un punto all'infinito (cioè un diametro) è il luogo dei punti 
medii di tutte le corde della curva passanti per quel punto ed è coniugato alla 





h h + ^1 


t 




X, A, + X, 








X'. X', + X'. 




X', X', + X', 








A|| A|2 A43 — x'^ 




Ai! A,j A,, 


-^', 




Aji Ajj A23 Xj+X'i 




Ali •^»t Atj 


-^'. 




Asf A32 A33 -Xj 




A« A,, A,, 


X',+X'. 




^\ "^'s+^'i -^'2 




-X', -X', X',+X' 


1 




P^' 






p.» 







=0. 
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direzione comune di queste corde. Per trovare l'equazione del diametro coniugato 
alle corde parallele alla retta 2)/.^. X^=:0, sì noti che il punto ali* infinito di questa 

ha coordinate proporzionali alle differenze l^-l^ , /g-l^ , 1,-/2 ; la sua polare è quindi 
rappresentata dall'equazione 

(6 1 ) f,{l) {l, - [3) + /i(X) (/, - [,) + f,(k) (l, - g = 

ossia dalla 

(61') i,[ Aw - AMI + him - m] + iMo^) - /i(X)i = : n 

la (61) (61') è Vequazione cercala del diametro bisecante le corde parallele alla 
retta di coordinale 1, 1^ I3. 

Dalla (61') segue che tutti i diametri passano per un punto, per quello, cioè, 
determinato dalle equazioni 



(65) 



X, + X, + X3 = A , /;(X)=:/;a) = /3(X) = G (ipotesi); 



(*) Applicando questa formola è facile trovare V equazione del luogo dei punii 
meda delle corde della curva che passano per un punto fisso h{\\>\y^). Infatti, se 
m^^^O , t2^=0 sono le equazioni di due rette passanti per L, l'equazione del luogo sarà 
il risultato dell'eli minazìone di k fra le due : 



^x+^«x = » {(♦W2-W3)/',(X) + ...} + A;l(nj-n3)/',().) + ...}=0 



onde sarà 



w- m* !»• 



ti. «• 



/i(^)-/i(^) m-fiW f^O')-m| 



=.0 



ossia 



n{>^)-m m-f^o^) /;(^)'-/;(>) 









= 



finalmente (^'i+X'^+X',) Aj^^^C^i+^t+^s) ^xx=0. Il luogo è dunque una conica pas- 
sante pel punto L, pei due punti alVinfinito della data conica e per le interseeioni 
di questa colla polare di L. 
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chiamando fiYiTs le sue coordinate, avremo 

(*>^) Ti •- ^ » Tt - ^ ' Tfa — j^ » ( ) 

Cd è 

(6i) o=m. 

Questo punto è il centro della curva e polo della retta airinflnito [cfr. equa- 
zione (50)]. Affinchè il centro stia air infinito, bisogna che la curva sia una pa- 
rabola : affinchè stia sulla curva, questa deve scindersi in due rette o essere una 
parabola. 

23. L' equazione conr^plessiva delle tangenti condotte dal centro alla curva s 
deduce dalle (SI) (63), ed è 

(65) AAxx-[A](X,-fX, + X3)* = 0. 

Queste due rette sono gli assinloU della curva e sono reali o immaginarii secondochè 

vale a dire (n. 15) secondochè la curva è un'iperbole o un'ellisse; ciò equivale a 
dire (n. 18) che neiriperbole il centro è esterno, nell'ellisse interno alla curva; 
nella parabola i due assintoti coincidono colla retta all'infinito e il centro sta sulla 
curva. L'angolo Oc degli assintoti si determina applicando la (52) ; la sua tangente 
ha la seguente espressione , 

(66) tg9c=* "^"^ 



^ B ^2!L + B — * + B ^^ 

* Pi * Pl13 * P3 



ove B1B2B3 sono le quantità date dalle equazioni (2?). 

Siccome un'iperbole è ortogonale equilatera se 1 suoi assintoti sono fra 
loro perpendicolari, cosi la (66) mostra che la condizione necessaria e sufficiente 



(*) L* essere) queste espressioni lineari nei coefficienti dell'equazione tangenziale 
della conica data, dimostra il seguente teorema di Newton: Il luogo dei centri 
delie cofiiche di una schiera è una retta (Principia Phil. Nat, lib. I, prop, 27), 



Digitized by 



Google 



)( 200 )( 
affinchè un'iperbole sia ortogonale è che si abbia 

(67) b/-^ + B,££^ + B,£2!^ = 0; 

Pi Pi Ps 

rispetto a una tale iperbole i punti ciclici sono coniugati [v. eq. (47")] (*). 

24. Tutte le corde della data curva ^xk=^(ì che concorrono nel punto all'inC- 
nito avente coordinate proporzionali alle differenze /j-^j , ?3-f, , /,-l, , hanno i loro 
punti medii sulla retta di equazione (6ì) o (610; il punto air infinito di questa 
retta ha coordinate proporzionali alle differenze m^-fn^^m^-w ^^m ^-m^ purché sia 

(68) A,»(/j5-J3)(m2-m3) + tL^2{h''l^){nls''rì^^) + ^i90i-h){nh''^t) + 

+ A„[(/8-l,)(7??,-rn2)+(l,-Q(w3-»'^)] + A3,[(/,~VKw2-wi3)-+(/,-/3)(in,-w?0] + 

Siccome questa equazione di condizione è simmetrica nelle quantità 1 , m, cosi 
se un diametro biseca le corde parallele a una data direzione^ il diavieiro pa- 
rallelo a questa bisecherà le corde parallele al primo. Come si sa, due tali dia- 
metri si dicono coniugali. I diametri formano quindi un'involuzione attorno al cen- 
tro; i raggi doppi sono gli assintoti della curva: i raggi ortogonali sono gli assi 
della curva. 

25. L'equazione complessiva degli assi si potrebbe ricavare come caso parti- 
colare della (60). Ma si può ottenerla direttamente e in modo abbastanza sem- 
plice (••) notando che il sistema dei due assi può considerarsi come il luogo dei 



(*) La formola esposta nella nota a pag. 177, permette di risolvere il problema 
delle normali a una conica nel seguente modo. Sia P un punto dato come intersezione 
delle due rette ♦Wx=0 , ^3^=0. Ogni retta r passante per esso avrà un'equazione della 
forma m^-\-Jcn^z^O e riuscirà normale alla conica se sarà perpendicolare all'una al- 
l'altra delle tangenti alla conica nelle sue intersezioni colla retta r. Ora, è facile ot- 
tenere l'equazione complessiva di queste due rette : dopo di che non si ba che da 
applicare la formola citata per trovare un'equazione di 4® grado in k che servirà a 
risolvere il problema. 

Questa soluzione del problema delle normali a una conica conduce con facilità 
al luogo dei punti da cui partono le normali di dato rapporto anarmonico, di cui 
due siano fra loro perpendicolari ecc. ecc. 

(••) Cf. Walker. Equalions of the axes of a conìc. (Quarterly Journal of Ma- 
thematics Voi. XV, pag. 30). 
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punti tali che la polare di uno qualunque P di essi sia perpendicolare alla con- 
giun^ente P col centro C della curva. Se quindi chiamiamo X, >.. X, le coordinate 
•li P»TiTtT» quelle di C, f, 'ji» quelle di un asse e scriviamo /) invece di /"<(/), 
avremo le seguenti equazioni di condizione : 

;,X, + /jX, + /,X, = 

j_/C_OSP,^C_OSP,X COSP, COSP K 

l V Pi ih J Pi Pi .) 

^ \ Pj Pi / Pi Pi ' 

p» ' 



{ /cosP, 



+ M-^"f-'+"-^)^«-^^--^"''"*^'^=«- 



cosP, 



Eliminando {, ì^ì^ fra queste tre equazioni e ponendo invece di Yi YaYs ^ ^^^^ 
valori dati dalle (63) otterremo : 



(69) 



A| Aj *A3 

A| Aj A3 

VlVif . COSP, , COSPj. PsP, ^COSP, , COSP3 p^p^ COSPj 

"Ti"''*'*""");^ — '^"^ — ^^ — '» — ^'«"'""Ti — '^ '"T; — '« — r~"'»'^~7i — 
J'i Ps P2 P2 Pi P3 Vi Pi 



Pi 



=0, 



À quest*equazione si può dare un'altra forma eseguendo V eliminazione delle 
coordinate del centro in altro modo. Eliminando anzitutto le l^ fra le precedenti 
tre equazioni si ottiene un'equazione che did'erisce dalla (69) solo per ciò che, 
nella seconda orizzontale del primo membro, invece di A^ si trova f^; moltipli- 
candone il primo membro, per orizzontali, pel determinante [A], e rammentando 
che /'ì(t)=A(t)=/s(t) b' "• ^'^1> otterremo, dopo aver soppresso un fattor comune 
(non nullo se la conica non degenera) 



^(f.-r,Xo«-a«)+^*(/',-r.)(««-a„)+^(A-A)(«.,-a«) f, i 
Pi Pt Pi 



aO) ^(A-A)(««-OM)+^*0'i-A)(nM-aM)+-"'^'(/;-A)(''«-««2) /i 1 

t Pi V^ Vs 



,^<r.-f.)«.„-.„H5Jp(r.-«(«»-«..)+^''^ 

Pi Pi Pi 

voi. XMV. 



'(/•.-r»HOjrV fi 4 
26 



= 
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Osserviamo finalmente che se nel primo membro della (10), alla prima verti- 
cale cambiata di segno addizioniamo la seconda moltiplicata per 

COSP. COSPt . p COSP3 

ìi^ — + U^ — — + Bj — — , 

Vi Pt Pa 

Otterremo come suoi elementi le semìderivate parziali rispetto a X| X^ X3 del primo 
membro deirequazione del cerchio direttore della data conica [v. n. 19, cq. (53)]; 
ne viene che se chiamiamo Q(X| ^l^ .a,) il predetto primo membro e Q,(X) Q^Q.) 
Q3(X) i valori delie sue semiderivate parziali nel punto dì coordinate X| X, X3 , po- 
tremo scrivere la (70) più concisamente cosi : 



(10') 






= 0. 



26. Oltre alla situazione degli assi di una conica, spesso è necessario cono- 
scerne le lunghezze ; la equazione che ha per radici i quadrati dei semiassi r della 
conica Axx=0, si ottiene assai facilmente cercando i valori massimi e minimi di un 
raggio vettore uscente dal centro. Chiamando per brevità {i. la quantità definita 
dair equazione 



(11) 
si ottiene 






(12) 



A« 

A,. 
1 



cosP, 

Pi 



*1« 



A,2 + l^ 



COSPj . 
A 

P« 



ts 



*81 



Aas + I^ 



cosPg 

Ps 



1 



= 0, 



1 1 ( 

ossia, servendosi di abbreviazioni già usate, 

(120 pi« + 2R |B| cotP, + B,cotP, + B,cotPj} |ii + 4R«A = ; 

la (12), la (12'), combinata colla (1!) risolve 11 problema della determinazione 
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delle lunghezze degli assi. Eliminando ijl fra le (71) (12') si ottiene la seguente 
equazione che serve allo stesso scopo 

(73) A» r* + 2A [A] A { B. cot P, + B, cot P, + B, cotP, \ r* + 41* [A]* = 0. 

Questa mette in evidenza che i due valori di r' sono dello stesso segno nel 
caso deirellisse (fra loro uguali nel circolo), di segno contrario nel caso dell'iper- 
bole (uguali e di segno contrario neir iperbole equilatera), entrambi infiniti nella 
parabola, entrambi nulli nel caso della coppia di rette non parallele, ecc. 

27. Dalle equazioni trovate nel n^ precedente si possono fare molteplici e sva- 
riate applicazioni : vogliamo esporre alcune fra le più semplici : 

1® Neil* equazione (73) imaginiamo scritto dappertutto A\-4 4 pA'\-^ invece di 
A|'^ ; cioè consideriamo, invece della conica A^^^^^^ ^"^ conica del fascio determi- 
nato dalle A\x=0 , ^'\\-0 , e proponiamoci di trovare qual valore si debba attri- 
buire a p affinchè o il rapporto o il prodotto dei semiassi della conica A\x+pÀ"u=0 
abbia un dato valore. Troveremo facilmente nel primo caso un'equazione del 2** gra- 
do (•), nell'altro caso una di 6* e però concluderemo : 

Fra le coniche di un fascio ve ne sono in generale due e due sole che stavo 
simiii a una data ; ve ne sono invece sei in cui il prodotto d^gli assi (l'area se 
si traila di ellissi) abbia un dato valore (••). 

Analogamente, dal fatto che la (73) può scriversi sotto la forma : 

(14) A«r* 



-2iAcotP, 



Ah A|2 A|3 




Aji A22 Afa l 
Aji A3J Ags 1 


+cotPt 


Olio 





A|, A|2 A|3 t 




Ali Aj, Aj, 
Asi ^it Ass 1 


+C0tP3 


10 10 





Ah 


A,, 


A« 


1 


A„ 


A„ 


A„ 


1 


A,. 


A„ 


A„ 





1 


1 









►r*+4A*[Al=0. 



si può dedurre che : 

Fra le coniche di una schiera ve ne sono in generale quatlro simili a una 
ciaf a, e tre in cui il prodotto dei semiassi abbia un valore dato (***). 



(*) Si tenga presente che i rapporti delle radici deirequazione ax^-^-hx-^-c^O sono 

radici deliequazione y* y + 1 = 0. 

ac 

(**) Steiner, Vermischte Satze und Anfgaben. 6. di Bore hard t, Voi. 55 p. 356 
(Ges, Werke V. II p. 679-80). 

(***) La formola (74) , combinata con la (55') , serve a dimostrare il seguente 
teorema : 
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2** (•) Consideriamo una qualunque delle coniche inscritte nel triangolo fon- 
damentale. La sua equazione sarà della forma 

a^^ ^,* + 0^* > t* + O3* ^8* — 2a2 03 >2 >3 — 2a^ a^ a, x^ - 20, a^ \ Xj ^ 0. 

Sarà quindi 

[A] = - 40,* a^^ Oj* ; A = ia^ a^ a^ (a, 4-02 + O3). 

Le coordinate y^ del suo centro saranno legate alle quantità a^ dallo relazioni 

ove 

A_ ^ 

^^2(a, + «2 + ria) ' 

siccome da esse segue inversamente 

1 1 1 

«i = 2^(-Ti+T2 + T3) » «2= ^^(Ti-Ts + Ys) . «3 = 2^ (Ti +T2 - T3)» 

e siccome inoltre è 

4 

A = ^"2^ (Ti + T2 + YsX- Yi + T2 + TsÌCTi - T2 + T3)(Yi + Ti - Ts) ; 

cosi si vede che una conica è individuata dal centro e da tre tangenti e che essa 
ò un'ellisse, una parabola un iperbole secondochè 

(-Yt +Y2 + Y8)(Yi -Y2 + Y3)(Yi +Y2 - Y3) =0. 



Il luogo dei centri delle coniche rispetto a cui sono coniugate tre date coppie di 
rette e per cui è costante la somma dei quadrati dei semiassi , è un cerchio (Pani 
Serret, Geometrie de direction, 1869, p. 153-5). 

(*) Solo dopo che il presente scritto era stato inviato alla Direzione di questo 
Giornale^ io venni a conoscere la memoria « Inhaltsbestimmung der eìnem Dreieck 
einbeschriebenen, umscriebenen nnd coningierien EUipsen », pubblicata dal 8ig. Mai 
Greiner nel Zeitschrift f. Math. n. Phys. (Voi. XXIX p. 222-238), la quale per 
Targomento e il metodo presenta alcuni punti di contatto con quanto è esposto nel 
seguito di questo mimerò (Agosto 1886). 
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Le lunghezze dei semiassi della curva garanno determinate da Tuna o 1* altra 
delle equazioni : 

(fli+Ot+a,)^- — (a,+a,+cr3) Ua^f a3)*cotPi+(«3+ai)*cotP2+(a|+a,)*cotP8l r« 

+ a, «t Og 1* = 

05) (T. + Tt + Ts)' r* - 2A(t, + ^, + ^3) \y,^ cotP, + V coiP^ + V cotP, ! r« 

e da queste si possono trarre interessanti conseguenze. 

Supponiamo che, della conica inscritta nel triangolo fondamentale, si conosca 
la somma, 26^, dei quadrati dei semiassi; le coordinate del suo centro dovranno 
allora soddisfare la equazione : 

(16) 1 (Ti* cotP, + Ya* cotPj + Y3» cotPg) - s« (T4 + 7, 4- Ts)* = 0. 

Siccome quest'equazione rappresenta un circolo avente per centro il punto di 
coordinate 

1 cotPj cotPj , A cotPj cotP| , A cotP| cotPj , 

cioè il punto delle altezze del triangolo fondamentale , cosi possiamo concludere : 
Il luogo dei centri delle corìichc ivscriiie in un dato triangolo e per cui è 

costante la somma dei quadrali dei semiassi , è un cerchio il cui centro (non 

dipende dal valore della data sommai perchè) è il punto delle altezze del triangolo. 
Supponiamo ora invece che della conica inscritta si conosca il rapporto y dei 

quadrati dei semiassi; le coordinate del suo centro dovranno allora soddisfare la 

equazione (v. la nota (*) al n. 27) 

(77) (Ti' cotP, + Ti* cotP, + T3 cotP,)» - 

- ^^4^* A(Ti + Y2 + T8)(- Ti + T2 + T8)(Tfi - Tt + Y3)(Yi + Ti - T») = «• 

Osservando ora che questa equazione non è che una specializzazione metrica 
di una delle forme sotto cui può porsi Tequazione di una curva generale del i^ or- 
dine (*) e che le equazioni 

T,* cotP, + Ti* cotPs -f T3* cot Ps = 
Ti + T2 + Ts==0 
-Ti+Tì + T8 = » Ti-T2 + T3 = , Ti + Ts-Ta^O, 



(•> V. p. e. Salmon-Fiedler. Analytische Geometrie dar hòheren ebenen Cur- 
ven, p. 276. 
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rappresentano ordinatamente il cerchio rispetto a cui è autoconiugato il triangolo 
fondanìentale, la retta airinfìnito e le rette che congiungono a coppie i punti medi 
dei Iati di detto triangolo, potremo enunciare il teorema : 

Il luogo de' centri delle coniche inscrille in un triangolo dato e simili a una 
conica data y è una curva di 4° ordine (•) tangente alla retta aWinp^nilo nei 
punii ciclici del piano, e alle rette che uniscono a due a due i punti medi dei 
lati dèi dato triangolo nei punti in cui esse intersecano il cerchio rispetto a cui 
è autoconiugafo questo triangolo. 

In particolare : 

Il luogo dei centri delle iperboli equilatere inscrille in un triangolo è il cer- 
chio rispetto a cui questo triangolo è autoconiugafo (••). 

Siccome questo cerchio è reale solo se (una delle quantità cotP^ è negativa, 
cioè se) il triangolo dato è ottusangolo, cosi si vede che : Solo nei triangoli ot- 
tusangoli si possono inscrivere delle iperboli equilatere (reali). 

Il luogo dei centri delle coniche paraboliclie (proprie o degeneri) inscritte in 
un triangolo, consta della retta alVinfinito e delle congiungenti a due a due i 
pxmti medi dei lati di quel triangolo. 

Facciamo finalmente l'ipotesi che, della conica inscritta nel dato triangolo, si 
conosca la somma e il prodotto dei quadrati dei semiassi ; che, cioè, la conica sia 
data di forma ; allora il suo centro si dovrà trovare su ciascuno dei due luoghi con- 
siderati nei precedenti teoremi; ma quei due luoghi hanno comuni, oltre a' punti 
ciclici, in generale ancora sei punti a distanza finita; ognuno di questi è centro 
di una conica inscritta nel triangolo dato (v. quanto prima si disse) e avente la 
forma assegnata. Dunque : 

Fra le infinite coniche inscritte in un dato triangolo, so ne trovano sei e sei 
sole di eguali fra loro ; i loro centri stanno su un cerchio avente per centro il 
punto delle altezze del dato triangolo (••*). 

I triangoli circoscritti ad una conica sono oo^, come oo^ sono le forme che può 
assumere un triangolo ; ne viene che, fra i triangoli circoscritti a una conica C, se 
ne troverà in generale qualcuno che sia uguale a uno dato T. Sia C| una conica 
eguale a ; T| un triangolo ad essa circoscritto e eguale a T. Pel teorema pre- 
cedente, in T| , oltre a C, , si possono inscrivere altre cinque coniche eguali a C: 
chiamiamole C^ ... Ce. Iroagìniamo ora che il triangolo T^ sia invariabilmente con- 



(•) Steiner, LehrsStze und Aufgaben. G. di Creile V. 30 p. 273 (Ges. Werke 
V. ir p. 346). 

(**) Steiner, Vermischte Satze und Aufgaben. G. di Borchardt V. 55 pa- 
gina 356 (Ges. Werke V. II p. 677). 

(•••) Steiner, Lehrsatze und Aufgaben. G. di Creile V. 30 p. 273 (Ges. Werke 
V. II p. 345). 
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nesso alla conica C| e che si considerino altri cinque triangoli Tj-.-To, provviso* 
riamente coincidenti con T, , ognuno òei quali sia invariabilmente connesso con 
una delle coniche C2... C^. Potremo allora dire di avere sei coniche C^ a ognuna 
delle quali ò circoscritto un triangolo uguale a T. 

Ciò posto, ognuna delle coniche suddette si può far coincidere con C; e quando 
C^ coinciderà con C il triangolo T,- coinciderà con un triangolo T', circoscrìtto a 
C e eguale a T ; i triangoli T'^ sono in generale fra loro distinti, dunque alla co- 
nica C si possono circoscrivere sei triangoli eguali a T. Che non ve ne siano di 
più, si riconosce ripetendo in ordine inverso il ragionamento ora fatto. Un metodo 
di dimostrazione analogo a quello ora seguito può applicarsi in molti casi, alcuni 
dei quali si presenteranno fra poco. 

Rammentando infine che i centri delle coniche C^ sono equidistanti dal punto 
delle altezze del triangolo T, , si conclude che il centro di C è equidistante dai 
punti delle altezze dei triangoli T\.. Riassumendo potremo dire (*) : 

Fra gli irìfiniti triavgoli circoscrini a una data conica ve ne sono sei fra 
loro uguali ; i loro punti delle altezze si trovano su un cerchio concentrico alla 
conica. 

3^ Consideriamo ora invece il caso in cui la conica sia circoscritta al trian- 
golo fondamentale ; la sua equazione sarà della forma 

a^ Xj Xj + Of ^3 ^1 + ^s ^1 ^1 = 0. 
Sarà quindi : 

[A] = ta^a^Hs , A = - a,* - «2* - ^«* + ^a^aj + 20301 + 20402 
Le coordinate 7^ del centro della curva saranno determinate dalle equazioni : 

PTi = «iC-ai+Oj+Os) , PT, = ^2(04-02+0.0 , p-Ya = «3(«i+02-«8) » 

ove 

A 

Mostriamo anzitutto come da queste relazioni si possano dedurre univocamente 
i rapporti delle a^ in funzione delle coordinate 7^. Poniamo perciò 

•^ai-^ai-^ai=^bi , o^ - Oj + 03 = 62 , o, + 02 - O3 = 65 , 



(**) Steiner 1. e. Negli enunciati dei teoremi di Steiner citati in questa 
nota e nella precedente , il punto delle altezze del triangolo è designato col nome 
generico di a punto notevole del triangolo ». 
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e avremo : 



_ bt + b, _ b, + ò« b, + bt 

— 2~' * — T"' »~"~r~ 



1 t 1 



fe/ft» 


2y. 


1 t 


2t. 


1 1 


1+1+1 ' 

6, bt 6, 


A 


"1 + 1 + 1 ' 
b, bt 6, 


A 


"1+1+1' 
6, ò, ^s 



rammentando che Yi + Ti + Ts = ^ si deduce da queste (il segno = indicando pro- 
porzionalità) 

111 

-Yi+T»+T8 T1-T2+TS T1+Y2-T3 

e per conseguenza 

Q = It ^ Ti ^ ^ Ta . 

* (Ti-Yi+T3)(Ti+T2-Ts)' ' (Tf+Y2-Ts)(-Ti+Y2+Tf3)' ' (-Ti+T2+T3)(Ti-Ti+T3)' 

Queste relazioni provano che una conica è individuata da tre punti e dal cen- 
tro. In causa di esse si può scrivere 

j^,^ ST1V2T3 ^ ^ T1+T2+T 3 

(-Ti+T2+T3)*(Tt-T2+T3)'(Ti+Y2-T3)* ' (-Ti+T2+Tf3)(Ti-T2+T3)lTi+T2-Ts)' 

La seconda di queste relazioni ci permette di concludere che la curva è un'el- 
lisse, una parabola un*ìperbole secondochè 

(-Yi+T2 + T3)(Ti-"T2 + T3HTi+Tf2-T3)^0- 

Le lunghezze dei semiassi della curva sono determinate da una delle seguenti 
equazioni : 

= (ai* H- a^* + «3* - 2(/j<;3 - 20304 - 20,02) r* 
-8Ao4a20s(a,cotP|-l-cr2COtPj+OsCOtPaX^i*+f'2*+^3*-2t7jOs-2o30,-l^a,Oj)r* 

- l6A«04*a2«05* 
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nS) (T, + Yi + Ts)' (- Ti + Ti + Ys) (Ti - Tt + Ts) (Ti "I- Ti - T») «^ 

-8A(Tt+Ti+Y»)TiTiTslYt(-Ti+T*+Ts)cotP,4-Yi(Ti-Ti+T8)cotP,+Ys(Ti+T«-Yj)cosPjjr* 

+ 16A*Yi*Y2'Y** = 0. 

Facciamo l'ipotesi che, della conica considerata, si conosca la somma, 2s*, dei 
quadrati dei semiassi ; le coordinate del suo centro dovranno allora soddisfare la 
equazione : 

(79) s«(Yt + Yi + Y8)'(- Yi + T2 + YsÌCTi - Yi + Ts)(Yi + Yi - Y») = 

*AYiYtY5lYt(-Y*+Y2+Ts)cotP,+Yi(Yf-Y«+Y8)cotPj+Ys(Yi+Y»-Y«)cotP5}. 

Dunque : 

Il luogo dei centri delle coniche circoscritte a un dato triangolo e di cui si 
conosce la somma dei quadrati dei semiassi, è una curva di S^ ordine passante 
Tpei punii ciclici del piano , avente per punti doppi i punti medi dei lati del 
triangolo e per asintoti di flesso i Ioli stessi. 

In particolare supponiamo 8 = 0; il luogo avrà allora per equazione : 

YtYiYs K-Yf H-Yt+Ys) YiCOtP^+C Yi -Yi+Ys) YtC0tPj4-(Yi+Y»~Y8) YsCOtPj } = 

epperò si scinderà. Se prendiamo il centro su un lato del triangolo, la corrispon- 
dente conica si scinde nel lato stesso e nella corrispondente altezza; escludendo 
le coniche degeneri, potremo dire : 

Il cerchio dei nove punti di un triangolo è il luogo dei centri delle iperboli 
equilatere ad esso circoscritte (*). 

Se, invece, supponiamo che, dei quadrati dei semiassi, si conosca il rapporto 
y, troveremo per le coordinate del centro la seguente equazione di condizione 

(80) ^-^4^(Y,+Yt + Y8)eYi + Yt + Y8)^^^ 

= { Ti (- Yi + Yt + Ys) cotP, + Yt(Yi - Y2 + Ys) COtP^ -t Y^CYi + Y» - Ya) cotPj P, 
la quale ci guida a concludere che : 



(*) Brianchon e Poncelet. Becherches sur la determination d*une hyperbole 
equilatere an moyen de quatre conditions donuées (Annales de mathématìques de Ger- 
gonne T. XI, 1821, oppure Applications d^Anàlyseet de Geometrie par J. V. Pon- 
celet, T. II, 1864, p. 508). 

VOI. XXIV. 21 
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Il luogo dei centri delle coniche circoscritle a un dato triangolo e di cui si 
conosce il rapporto degli assiy è una curva di 4® ordine^ avente per punti doppi 
i punti medi dei lati del triangolo e tangente alla retta alVinfinito nei punti et- 
elici del piano (*). 

Se, finalmente, supponiamo che dei quadrati dei semiassi si conosca tanto la 
somma quanto il prodotto, la conica sarà data di forma ; il suo centro sarà de- 
terminato dalle condizioni di dover stare su due curve analoghe a quelle di cui si 
parla nei teoremi precedenti. Ora, due tali curve hanno venti punti comuni: due 
di essi sono i punti ciclici del piano ; 3 . 4 sono assorbiti dai punti medi dei lati 
del dato triangolo ; gli altri sei saranno in generale a distanza finita e la loro 
posizione dipenderà dai valori della somma e del rapporto dei quadrati dei semi, 
assi. Concludiamo pertanto : 

Fra le infinite coniche circoscritle ad un dato triangolo^ ve ne sono tn gè' 
nerale sei di uguali ad una data. 

E viceversa (v. 2®) : 

Fra gli infiniti triangoli che si possono inscrivere in una dola conicat ve ne 
sono in generale sei di uguali ad uno dato. 

4^ Abbiamo dimostrato (2® y 3^) che, dato un triangolo e fissato ad arbitrio 
un punto del suo piano, questo è centro di due coniche una inscritta, l'altra cir- 
coscritta al dato triangolo o che queste coniche (le quali diremo corrispondenti a 
quel punto) sono della stossa specie. Qual è il luogo dei punti a cui corrispon- 
dono coniche dallo stesso prodotto degli assi? Dalle (75) (78) segue immediata- 
mente che Tequazione di questo luogo è : 

16A«Vt,« T3» ^ A^-T,+Y2+T»)(T«-Tt+T8)(Ti+Tt-T3) ^ 

(-Yi+Tt+T8)(T*-T2+T8)(Ti+T2-Ya)(T*+Tt+T«)' (Ti+Tj+Tj)' 

epperò che esso si scinde nelle due curve di 3^ ordine 

(81) (~Tfi + T» + T8)(7f-Tt + T8)(Yi + Tt^T»)-"*TiTtY» = 

(85) (-Tf» + Yt + Y.)(Yi - Y» + Y8)(Y. + Yt - Ya) + 4^* YtYt = 0. 

Ambedue queste curve toccano i lati del triangolo fondamentale nei loro punti 
medi e li secano airìnfinito : questi sei punti assorbono le nove intersezioni di 
quelle curve. Le equazioni precedenti possono anche scriversi sotto le seguenti 



(*) Cfr. Steiner, Vermischte SStze nnd Aufgaben. G. di Borchardt V. 55 
p. 356 (Ges. Werke, V, li p, 675). 
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forme : 

(81') 4(-2y,+ Y«+Ts)(Yf-2T»+Ts)(Yi+T«-2Y3) - (Y,+Yi+T»)' = » 

(82) 4(Y2+75KYs+Ti)(Ti+Y«) - (Yi+^2+Ys)' = ; 

queste mostrano xhe ognuna delle dette curve ba tre flessi all'infinito ; gli asin- 
toti di flesso della prinia sono le parallele condotte ai lati del triangolo dal suo 
centro di gravità; quelli della seconda le parallele condotte ai lati del triangolo 
fondamentale dai suoi vertici (*). 

Cerchiamo ora il luogo dei punii a cui corrispondono coniche fra loro si- • 
mili. Applicando ancora le (75) (78), e tenendo presente che aflinchè il rappotto 
delle radici deir equazione az^ + bz -\-c = sia uguale a quello delle radici di 

o'2*+6'z+c'=0 è necessario e sufficiente che sia — = -7-., troveremo che il luogo è 

ac o'c" ® 

rappresentato dall'equazione : 

(Yt^cotPi+Yt'cotPa+Ys'cotP,)^ _ 



(Y4+Ti+Y8)(-Yi+Y2+Y3)(Yf-Y»+Y»)(Yf+Yt-Y») 

_ ÌYi(-"Yi'^Y2+Y»)cotP|+Y2(Yi--Y2+Y3)cotPt-l-Ya(Yf+Y»~Y3)cotP3Ì^ 

(Yi+Y2n3)(-Yi+Y2+Y3)(Yi-Y2+Y3^(Yi+Y»-Y3) 

Per conseguenza, esso si scinde nelle quattro rette 
Yi + Y2 + Y3 = 0, -y, + Yj + y3 = 0, Yi-Yi + Y8 = 0, Yi+Yt-Ys = 
e nei due cerchi 

Pi*Y2Y3 + P2'Y3Yi+P3*YiYt = 
(-PiHpj*+j)3*)Y,H(Pi»-PtHp3*)Y2*+(Pi*+p,*-P3W-Pi*Y*Y3-P2'Y3Yi-P3*YiY2=0. 

Potremo dunque dire che : 

Dato un triangolo^ il hiogo de' punii del suo piano a cui corrispondono co- 
niche fra loro simili, è formalo dalla rella alVinfinilOf dalle ire rclie che uni- 
scono a coppie i punii medi de' lali del dato triangolo e da due cerchi uno dei 
quali è a questo circoscriùo. 

Proponiamoci finalmente di trovare quanti punti vi siano nel piano del trian- 
golo dato a cui corrispondono coniche simili fra loro e ad una data. Chiamando 



(•) Steiner. Ib. (Ges. Werke, Il Bd. p. 669). 
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y il rapporto dei quadrati degli assi di questa, il centro di una delle coniche cer- 
cate dovrà trovarsi su ciascuna delle curve (77) (80). Ora queste due curve si 
toccano nei punti ciclici del piano, epperò hanno ancora dodici punti comuni ; ne 
risulta che : 

Yi 8ono dodici punti nel piano d'ttn triangolo a cui corrispondono coniche 
simili fra loro ed a una dola (*). 

5® La forma più generale deirequazione di una copica rispetto a cui è au- 
toconiugato il triangolo fondamentale, è la seguente : 

Si ha in questo caso : 

[A] = a, a, «8 » A = 0, a, + a, a, + a, 0,5 

e però la curva è un ellisse, una parabola o unlperbole secondochè 

> ^ 
«2 ^8 + ttj a, + a, O2 = 0. 

Le coordinate 7^ del centro della curva sono determinate dalle equazioni : 

^* " a^aj+ajai+ajag ' ^* " a^a^+a^ai+a^a^ ' ^' "" a^a^^ra^a^+a^a^ ' 

siccome da queste segue inversamente 

_ 1 _ 1 _ 1 

di £= , flj =3 , 0-3=3 , 

Ti T« Ts 

cosi una conica coniugata rispetto a un dato triangolo è individuata dal suo centro. 
L'equazione determinatrice degli assi della curva è 

(O2O3 -h 0301 + 0,02)5 r* + 

SA 



a,o,O3(o2a3+a5O,+o,a2)(^,sen*P,+028en'P2+O3sen*P3)r* 



senPisenPjsenPs 

+ 4 A* o,* Oj« O3* = 



(*) I due uUimi teoremi rispondono a questioni proposte da Steiner, nell'ul- 
tima delle sue citate memorie (V. Ges. Werke, Il Bd. p. 670). 
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ossia 



+ 



(83) (Ti+Yt + T3)''** + 



^^^p^l^^jjp^^^ (Yi+Yi+T8)(T27sSen*^ 



Se, della conica considerata, si conosce la somma, 2s^, dei quadrati dei semi- 
assi, il luogo del suo centro avrà per equazione : 

(84) A(Y273sen*P|+Y5'YiSen*Pj+YiTa8en*P,)+s«senP,senP2senP5(74+'Y2+'Y8)*-0- 

Questa dice che : 

Il luogo dei cenlH delle coniche rispetto a cui un dato triangolo è autocon- 
iugalo e di cui è data la somma dei quadrati dei semiassi , è un cerchio con- 
centrico a quello circoscritto al triangolo. 

In particolare (8=0) : 

II luogo dei centri delle iperboli equilatere rispetto a cui un dato triangolo 
è autoconiugato y è il cerchio a questo circoscritto (•). 

Se, invece, si conosce il rapporto y dei quadrati dei semiassi, il luogo dei centri 
delle coniche suddette, avrà per equazione: 

(85) <J±ll! sen» P» sen« P, sen« P3 y, y, y, (y, + T, + Ts) = 

y 

= (Y2 Ys sen^ P, + 78 Yi sen* P» + t* Yt sen« Pj)^ ; 

e però : 

/{ luogo dei centri delle coniche simili a una data e rispetto a cui un dato 
triangolo è aiUoconiugato, è una curva (razionale) di 4^ ordine tangente alla 
retta alVin finito nei punti ciclici del piano e per la quale sono punti doppi i 
vertici del triangolo dato. 

Tenendo ora presente che una conica è determinata di forma quando dei qua- 
drati dei suoi semiassi si conosce la somma e il rapporto, e osservando che le due 
curve considerate nei precedenti teoremi s'incontrano (oltreché nei punti ciclici) 
in sei punti a distanza finita, si vedrà che : 

In generale vi sono soltanto sei coniche uguali a una data e rispetto a cui 
un dato triangolo è auloconiugato ; i loro centri stanno su una circonferenza 
concentrica a quello che passa pei vertici di quel triangolo. 



(*) Brianchon e Poncelet, 1. e. Tbéor. VII (Applications etc. p. 511). 
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Viceversa (cf. 2.*), 

Fra gli infiniti triangoli autoconiiigati rispello a una data conica, se ne tro- 
vano sei di uguali a uno dato ; i centri dei cerchi ad essi circoscritti stanno in 
una circonferenza concentrica alla data conica. 

6^ Un'ultima conseguenza vogliamo dedurre dalle equazioni precedenti. Ogni 
punto del piano è centro di una conica inscritta, di una circoscritta o di una coniu- 
gata rispetto a un dato triangolo (p. e. al triangolo fondamentale). Abbiamo già 
determinato il luogo dei punti a cui corrispondono coniche inscritte e circoscritte 
dallo stesso prodotto degli assi ; ora, se si cerca il luogo de* punti a cui corrispon- 
dono coniche inscritte e coniugate, oppure circoscritte e coniugate , dallo stesso 
prodotto degli assi, si ottiene, oltre alla retta airinfinito, la curva di equazione 

(80 (- Ti + T» + YaHYi - T» + T»)(Ti + Ta ~ Ys) - 4Ti Y» Ys = 0- 

Epperò : 

Nel piano di un triangolo, esistono infiniti punti ognuno dei qucUi sia centro 
di tre coniche una inscritta, V altra circoscritta, la terza coniugala rispetto al 
triangolo e che abbiano lo stesso prodotto di ossi ; il loro luogo è la cubica piana 
di cttó (81) è V equazione (*). 

28. Seguendo Pliicker, chiamansi /^ochì di una conica i vertici a disianza fi- 
nita del quadrilatero formato dalle sue tangenti che passano pei punti ciclici del 
suo piano. Siano I,J i punti ciclici e F un fuoco; saranno FI,FJ due tangenti delia 
curva. Due rette coniugate armonicamente rispetto alle FI,FJ, saranno coniugate ri- 
spetto alla conica e fra loro ortogonali, cioè l'involuzione di rette coniugate corri- 
spondente a un fuoco è ortogonale. Viceversa: se un punto è centro d'un involu- 
zione ortogonale di rette coniugate rispetto alla conica, le tangenti condotte da esso 
alla curva passeranno pei punti ciclici e però quel punto sarà un fuoco. Segue da 
ciò che, per ottenere le coordinate dei fuochi, basterà che esprimiamo Tortogona- 
lità di due rette coniugate qualunque uscenti da esso. Chiamando f , ?2 ?s ^^ ^^^^' 
dinate di un fuoco, dovranno ì coefficienti omologhi delle due equazioni analoghe 
alle (21) (57) essere fra loro proporzionali; siccome però ciascuna delle equazioni 
precitate ne compendia tre , cosi sì ottengono in questo modo nove equazioni ; i 
tre coefficienti di proporzionalità che si vengono a introdurre sono (come si dimo- 
stra facilmente) fra loro uguali ; chiamandone A*o} il valore comune, si perviene alle 



(•) Dalle formolo (75) (78) (83) scaturisce anche la proposizione seguente : 
Siano ?i Pg Pc i prodotti dei quadrati dei semiassi delle tre coniche inscritta , 
circoscritta e coniugata rispetto a un dato triangolo ; sarà allora Pc media propor- 
zionale fra P| e P^. 
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seguenti equazioni : 

(0) A9,*-2AA<<p,+A*[A«-w(/»k+/»,)]=-0, (6) A94(p,-A(At(p,+A,«p»)+A«[A„-w/i,]=0, 

cosP 
ove ikl è una permutazione dei numeri 1,2,3 e si è posto per brevità /i^^ ^• 

A queste sì deve aggiungere la seguente 

(e) 9i + ?« + 98 = A- 

I due sistemi (a) (b) sono equivalenti. Dal primo di essi si ricava : 



(86) ,, = ^{a,±^^^« + A,*-AA«} 
anche 

(86') '^-X^*W^i"'-f'^^*l- 

Queste formolo determineranno i fuochi quando sarà noto (o e si saprà come 
scegliere i segni dei radicali. Per determinare co basta tener conto della (e) : in- 
fatti in yirtù di essa le (86) danno : 

liberandola da radicali quest'equazione assume la forma : 

(87) coi^-i^Rtj^-?^B,4.££!L«B,+ 

A l p, « p, * p, »3 A 

Per determinare i segni dei radicali , chiamiamo R^ un valore arbitrario ma 
fisso deiri»» fra questi, e^ Tunità positiva o negativa, potremo scrivere 

e dovremo avere, in virtù delle (6) , 

6i»i + 6tRt + e8Ra = 0. 

Supponiamo che si possa soddisfare questa equazione prendendo 61=6^=63=1; al- 
lora si potrà soddisfarvi anche prendendo 6|=62=€j--l ; e non si potrà soddisfarvi 
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altrimenti, perchè, se lo si potesse prendendo p. e. e|=-! , ejj=8,=l, sì conclude- 
rebbe B,=0 il che in generale non accade. Ne viene di conseguenza che per ogni 
valore di co le formolo (86) o (860, danno due sole terne di valori per le coordi- 
nate (fi , e poiché (0 ha due valori, si ottengono dalle citate formole le coordinate 
dì tutti quattro i fuochi. 

Neiranalisi precedente si è supposto A diverso da zero. Volendo ora trattare 
il caso della parabola, faremo nelle (a) A=^0 ed avremo : 



allora la (e) porgerà 



onde 



9i = ^\^ii-^{h^-^hi) 



A = 2A{A«-co(ft^ + ft,)|, 



A* A« Ao 

A, Aj A3 



Ponendo per brevità 

(1) 



.= ii, 



Pi Pi Ps 
potremo dire : 

Se Vequazione Axx=0 rappresenta una parabola, il fuoco di questa sarà de- 
terminalo dalle equazioni: 

Aj Aj Aj 

Per dare un*applicazione semplicissima di queste ultime formolo, consideriamo 
una parabola inscritta nel triangolo fondamentale ; la sua equazione sarà 

a^l^^ + OjXj* + ajXj* - SdjOaXjXj -- 2a,a, XjX, - 2a,aj X|Xj = 

colla condizione 
(a) a, + Oj + a, = 0. 



Ne segue 
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viceversa 

A il p.« 

/i „— * * • 

siccome la somma dcjle a^ è uguale a zero [eq. (a)], cosi sarà 

Ti 9» ?8 

Ora, in quest'equazione (soddisfatta dalle coordinate del fuoco d'una qualunque 
parabola inscritta nel dato triangolo) non entrano cbe elementi di questo ; dunque 
essa rappresenta il luogo dei fuochi delle dette parabole. Adunque : 

Il luogo dei fuochi delle parabole inscrìUe in un dato triangolo, è la circon- 
ferenza a questo circoscritta (*). 

Consideriamo invece la curva 

a,X,* 4- a«Xj* + (^3X3* = . 

la quale è una parabola se 

1 11 
a, a^ aj 

Le coordinate del suo fuoco saranno 

A 1 

©. = -jT (1 - il a, p.^) ove Al = Z-- = . 

Ricavando da queste equazioni i valori di a, a, a^ in funzione di 9^ 9^ T3 ^ 
sostituendoli nella (P) troveremo l'equazione 

2l + hi ^ El = 0. 

- ?f + T2 + Ts ?i - 9i + 9s 9i + T« - 9s 



(*) Intorno a questa notissima proprietà della parabola, che sembra doversi a 
Lambert, si vegga : 

Pone e le t. Tbéorèmes nouveanx sur les lignes dn 2® ordre, Annales de mathé- 
raatiques de Gergonne T. Vili n. 10 ^^efr. Applications etc. p. 462) e Traité des pro- 
prietés projectives des fignres, II Ed., (1865-66) T. I p. 260 e 261 (nota). 

Steiner. Développcment d'une sèrie de tbéorèmes relatifs anx seciions coni- 
qnes. Annales de Oergonre T. XIX p. 37 (Ges. Werke I Bd. p. 197). 

VOL. XXI v. 28 
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Ora, se <pi 92 Ts sono coordinate correnti, quest'equazione rappresenta il cer- 
chio de' nove punti relativo al triangolo fondamentale. Dunque: 

Il luogo de' fuochi delle parabole coniugale rispeUo a un dalo iriangolOy è 
il cerchio dei nove punii di queslo triangolo. 

CAPITOLO IV. 

Applicazione delle formole precedenti allo studio di alcuni sistemi 
di punti» di rette, di coniche nello spazio. 

29. Il piano considerato (v. n. 5), il quale ha per equazione 



è secato dal piano 






^^.^» + ^»,i = o 



ni nt >23 

in una retta, dalla retta comune a' piani 

^i ^2 ^3 n i n 2 n 9 

in un punto; le coordinate triangolari di quella retta sono 

(89) «1 = ^-* > ^^ = ^-' ' '3 = 7-^» 

^f >I« ^3 

le coordinate triangolari di questo punto sono: 

essendo tt//^ le coordinate plìickeriane di quella retta. 

Applicando le formole (89) (90) si ottengono facilmente le equazioni di molti 
inviluppi. 

Si considerino ad esempio tre rette r' r" r"' e si domandi l'inviluppo dei piani 
che le secano in punti di una retta. Dalle equazioni (13) (90) si conclude subito 
che l'equazione di tale inviluppo è : 



5.53^^"23 +?8^"34 +?,i:"42 ^zÌi^\ +5,Tl"t4 -^Ib^\z 5|E,TI",, -f S.Tl",^ +£,11^, 
S,53^%3+E3r^'"3*+e2rw";2 535|r/"3,+5,Tl'"u+?3^'"*3 5,?2^"«+5t1^'"„+5,K%, 



= 0, 
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ossia, scomponendo questo determinante ad elementi trinomi! in altri ad elementi 
monomii , 

||i 2±Tt'«it"3*ic"'«+^ S±ir'„it"„u"'„+ ls±it\,Tt"„ic"'„+J:±u',.it"„u"'„+ 
(91) + 1 }S±it'„it"«it"'„+I±it'„«"„it"'„!— 1- iS±it'«it"M«"'«+S±itV'.X"»sl 

^• r- 12:±it'««"«it"'u+2±«'„it"„it'"„|-gL {2±it>"„it"'„+s±u',»u"„it"'«l 
+ r 12±f „«"„it"'„+j:±it'„it'„ic"'„j— 1- is±it'„ic"„ii"'„+j:±it'„ic"„it"'„i-o. 

Questa è TequazioDe inviluppo della quadrica rigata contenente le tre date 
rette (*) ; notiamo che affinchè questa superficie tocchi il piano airinflnito (i>ia un 
paraboloide iperbolico, supposte le tre rette date reali), che cioè le rette date siano 
parallele allo stesso piano, è necessario e sufficiente che sia 

Applicando le stesse formole si possono calcolare senza difficoltà certe lun- 
ghezze, aree, ecc. 

P. e. l'angolo delle due rette in cui il piano di coordinate ^^ seca i piani 
di coordinate \'i i"i può determinarsi colla formola 



(92) 
essendo 



COS0=-— =ÌL=r 



(92) *5'5" = 






7-+rT7r + 



5,* ' W 53* S,5', §2 5", 5s5"8 
_1_ l_ Jl_ 1 4 1 



ciò segue dalla (17» 2') (89). Cosi Tarea del trilatero in cui il piano dì coordinate 



(•) Cfr. Pasch. Zur Theorie der linearen Complexe. G. di Crelle-Borchardt 
V. 75 p. 106-152. Analogamente trovasi l'equazione, in coordinate di piani, della 
quadrica comune a tre dati complessi di rette dì 1^ grado. 
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?/ seca quelli di coordinate S'i5",S"'< , è dato dalla formola (v. eq. 28) 



(93) 



^^^Vf+i?-'?? 



Ili 



1 



1 



1 



§'i 5', I', * 
5", 5", 5", 



1 



1 

5t 



17 



! 1 1 

5", 5"» 5", 

1 J_ J_ 

¥\ 5'", 5'", 



1 
1 



_L _L 

5'", r"t 

5', 5', 

_L _L 



1 



-I 



j_ j_ _i_ 

5"', S"'t 5'", 



r, 



1 

5', 



1 

5', 



t 1 1 

5", 5", 5", 






1 J 

ir 5. 



la quale mostra cbe è di 6* c(a«8e {' inviluppo dei piani su cui (re doli piani 
determinano un triangolo di data area. Ecc. ecc. 

30. Un'altra applicazione delle formole stabilite, è offerta dalla ricerca dell'in- 
viluppo dei piani secanti m rette o 6-m piani in elementi (punti e tangenti) d'una 
conica. Come esempii ci limiteremo a considerare i casi m=6 e tn=0. É noto cbe 
se si pone per brevità 

XC), X(W, X(«, : 

{p,q,r)= X<»), XW). X(«, ;, 
x('), xc), xc), I 

la condizione afflncbè i sei punti di coordinate X(*>j (i~ 1,2,3 ; ft = 1,2,3,4,S,6) 
appartengono a una stessa curva di 2° ordine può scriversi : 

(a) (136) (445) (235) (246) -(135) (146) (236) (245) = 0. (•) 

Ne viene che, se quei sei punti sono le intersezioni delle rette u(''><ji(r=l ,2,3,4,5,6) 



(*) ^. P- 0' Reiss. Ànalytisch-geometrìsche Studien. Math. Annalen Bd. II pa- 
gina 387 e seg. 
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«1 ?i i» 



la condizione ainnchè essi siano in una conica sarà 

(94) [136] [145] [235] [246] - [135] [146] [236] [245] = 0, 

intendendo che in genere 

[p 9 r] 

sia la funzione analoga al primo membro della (91) relativa alle p"^, q'^*, r^ fra 
le rette date. 

Se nella (94) le ii si considerano come coordinate correnti, essa rappresen- 
terà l'inviluppo dei piani secanti le rette date in 6 punti di una conica : esso in- 
viluppo è di 8* classe e le sue singolarità sono note (*). 

Ponendo 

l(p), j(p), {(P), 



(p,q,r) = 



iw), i»), iw), 
IO, iw, jw, 



la (a) sarà la condizione affinchè le sei rette l(")^(t'=l,2,3 , 71=1,2,3,4,5,6) siano 
tangenti a una stessa conica (1) ; e, se si pone 



[P . g , r] = 



_1_ 
Si 



Si 



_I_ 

Ss 



,(P), >,(«, ,(P), 



,,(«), ,,(«, ,(«, 

JL _L ^ 

nc), >j«. .!<'', 



-1 
-1 

-1 
-1 



sarà (94) la condizione affinchè le sei rette in cui il piano g seca i piani >i(*\..m>]'*^ 
tocchino la stessa conica. Ritenendo, quindi, le $ come coordinate correnti, sarà 
la (94) l'equazione dell'inviluppo dei piani secanti i sei piani di coordinate yi^'^\ 



(*) Hierholzer. Ueber Kegelschnitte im Banme. Math. Annalen Bd. II pa- 
gina 563 e seg. 

Cayley. On the snrfaces each the Locas of Vertex of a Cone eco. Froceedings 
of the London Math. Society. Voi. IV p. 11 e seg. 
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(ì=l, 2,3 ; fc=l, 2,3,4,5.6) in sei rette tangenti ad una stessa conica; questo invi- 
luppo è di 4' classe e le sue singolarità sono note (*). 

CAPITOLO V. 

Le quadriohe studiate mediante le loro sezioni piane. 

35. Sia 

(95) F(a;) = F (x^ x^ x^ s a^^x^ + a„a?,* + a^^ + 

+ 2 (a23aj,^3 + ajiXaCCi + a^^x^x^ + 2 (a^^as^ + Oj^cc, + a^x^ -I- 0^4 = 

r equazione d'una superficie di 2® ordine (quadrica) in coordinate cartesiane ortogo- 
nali x^ Xi 0)3. Poniamo per brevità 

Y^{x) = Oh a;, 4- a„ x^ + 0,3 a?, 4- «u 

, Fj(aD) = a3,ac4 + fl„a;, + a23a73 + a24 
(96) 

Fs(a;) = a,, x^ + 03^ ajg + ^u ^% + <*S4 

F4(a?) = a^ a?! + O42 Xj + O45 a?3 + 044 

e indichiamo con [a] il determinante la^j^l della forma quaternaria quadratica F(ac). 
Il piano di equazione 

Si ^2 Ss 

seca la superficie in una conica ; la equazione di questa in coordinate triangolari 
si ottiene ponendo nella (95) Xi =? —[ * - , onde sarà la (32), purché si supponga 

A|4-A2+A3 

che i coefficienti kn^ abbiano i valori dati dalle seguenti relazioni : 

Ali = «Il £i* + 2a,4 5, + 044 Ajj3 = a„ 5,63 + 0^4 £, + «5455 + Om 

(97) { Ajj = o„ f j* + 2aj4 £, + 044 A3, = a,, y , + 034 5, + a,^ f , + a,, 

A83 = Osa 68* + 2a34 Ss + «w A„ = a„ g^Si + «ti 5i + «t4 5» -h a44. 



(•) Hierholzer e Cayley nei citati luoghi. Già Cayley aveva dato nei 
Cofnpies rendus de V Académie dea sciences de Paris (P sem. 1861) l'equazione di 
questo luogo sotto altra forma ; il modo di dedurre una di queste equazioni dall'altra, 
fu esposto dal sig. Hundyady nel Voi. 92 (p. 304-7) del Journal f. d. reine ti. 
angewafidte Mathematik. 
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Id virtù di queste sarà : 



(98) 



[A] = -g,n,*5,* 



a„ a„ o„ 0,4 j- 



«M Oft «M 



«41 «« Om 

111 
£< fi Si 



'»♦ 



_1^ 



Oli «M ojj oj» r 



^U 



$3 
- 1 



(99) 





a„ 


o„ 


OlJ 


1 
1 




0», 


Ott 


a«3 


i* 


A = - £.»?,' 6,* 








1 




o« 


«.. 


Oj, 


5» 




I 


1 


1 






___ 











s. 


f» 


S, 


« 



36. Dalla (98) si deduce ìmmediatainente che vi sono oo* piani secanti la data qua- 
drica in coppie di rette; le coordinate di un tal piano devono soddisfare Tequazione: 



«u «a «18 Oi* |- 



«»1 0»l «M «li |- 

(100) 1 = ; 

«51 «3t «88 «84 T 
«4* «42 «48 «44 "^ 




1 1 1 -l 

5i 6t «8 



Of!DÌ tal piano è tangente alla superficie. Questa è Y inviluppo de* suoi oo> piani 
tangenti. 

La (99) mostra invece che, se la conica sezione non degenera, essa è un'el- 
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lisse, una parabola o un'iperbole secondocbè si ha 
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É facile vedere che T equazione che si ottiene supponendo di prendere nella 
(101) il segno di uguaglianza, rappresenta, quando sì ritengano le ^ conae coordi- 
nate correnti, l'intersezione della superficie data col piano ali* infinito. Applicando 
poi i criteri esposti nel n. iS, si vedrà che la conica è imaginaria, se, oltre ai- 
Tessere negativo il primo membro della (101), sarà 
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qualunque siano le quantità r^^ yì^ ri^- Facendo successivamente due delle quantità 
— uguali a zero, si ottengono tre equazioni soddisfatte quando e solo quando la 



conica è Imaginaria ; le quali, sommate, danno la seguente, pure soddisfatta nel 
detto caso : 



(102") 
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33. Senza fare alcuna ipotesi sulla specie della conica sezione del piano con- 
siderato colla data superflcie, cerchiamo la polare, rispetto ad essa, di un punto M 
di questo piano; chiamando [;.| \k^\f.^ le coordinate di questo , Tequazione di delta 
polare in coordinate triangolari sarà la (41), purché i coefficienti A^j^ abbiano i va- 
lori (97). Volendo poi considerare questa polare nello spazio (v. n. 4), dovremo 
sostituire, nella citata equazione (47), alla quantità X^ , {jl^ le loro espressioni in fun- 
zione delle coordinate cartesiane oo^ , yj dei punti di cui si tratta ; .vale a dire, 

porre invece di X^ e pi- le quantità proporzionali g^ , 1^ e tener conto delle equa- 

zioni dì condizione : 



5i 5t ^8 






Si trova cosi Tequazione : 
(104) a„ X| 2/, -f a„ a?, y^ + 0,3 x^ y^ + o„ {x^ y, -f X3 y») + 

la quale 9 assieme alla (103), rappresenta la polare suddetta. Si osservi ora che 
nella (104) non compariscono più le coordinate del piano da cui siamo partiti; ciò 
significa che, comunque si conduca un piano pel punto H, sempre la sua polare 
rispetto alla corrispondente sezione piana della data superficie si troverà nel pia- 

TOL* XXIV. 29 
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no (104). In. altre parole: Il luogo delle polari di un punto rispetto alle coniclie 
sezioni di una data quadrica con i piani passanti per esso è un piano. Questo è 
il piano polare del punto rispetto alla superlicie. 

Notiamo che la (104) può anche scriversi cosi : 



(104') 



F|(2/) ^i + ^2(y) ^2 + ^M a?s + n(y) = 0. 



Un punto è esterno o interno ad una quadrica sccondochè il suo piano polare 
seca la superficie in una curva reale o imaginaria : il criterio analitico per distin- 
guere i punti esterni dagli interni si ottiene come corollario di quanto si espose 
in questo n® e nel precedente. Segue infatti dalla (101) che la sezione del piano po- 
lare del punto i/i 1/2 y^ colla superficie sarà un'ellisse, una parabola un'iperbole 
sccondochè si ha 
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da ciò si conclude intanto che il punto M {y^ y, 3/3) sarà certamente esterno alla 
superficie se è 
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Inoltre dalle (1020, (102") si trae che il punto sarà interno se, oltre alla 
disuguaglianza 
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è soddisfatta o la seguente 

(107) 

2«« ('l.iVi 'V 2ff,. /l 1 Vi_i\ , 



F(y) 
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qualunque siano le quantità )], , oppure la 



(1010 F(2/) 
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Segue dalla (104) che, come ogni punto ha rispetto a una data quadrìca un 
piano polare, cosi, viceversa, dato un piano, esiste un punto in generale determinato 
ed unico di cui esso sia piano polare : tale punto è il poto del piano rispetto alla 
superficie. 

34. Il piano di equazione 



>Ìl >l2 






seca il piano 



(103) 



CCi 



X, 
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in una retta, della quale vogliamo cercare il polo rispetto alia conica sezione di que- 
sto piano con la superficie. Ci serviremo perciò delle (50); \ olendo, non le coordinate 
triangolari , ma le tre coordinate cartesiane y^ di questo punto , porremo invece 

delle ji-i la quantità proporzionali 4^ e, tenendo conto della relazione-^ + ?^ + p = 1 , 

^4 Si il ta 
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troveremo : 



(108) 



Vi 



«11 


fl« 


a,» 


t 

17 


1. 


a,j 


"ti 


Cu 


1 

«1 


1^ 
11 


"m 


"SJ 


a» 


1 


1 

^3 


a„ 


a«j 


a« 


-1 


-1 


1 
5» 


1 


-1 















1 


1 


o„ 


0|S 


"li 


1 


>Ji 
i 


"il 


«M 


Oli 


fi 
i 


>Ji 

1 


a»! 


Oj» 


«« 


h 










'Js 


«41 

1 


4 


o«« 


-1 


-1 


z— 




-1 


U 






&f ^s 



1 

<*if «12 ^u r- 

5i 


1 


1 

«21 Otl «24 p- 


1 

nt 


«81 «82 «34 r 


1 
1» 


«41 «42 «44 -* 


-1 


.T.i-'« 






o„ 


a,t 


0.8 


1 

e. 


i3i 


«Il 


«11 


fl« 


1 
^1 


1 
ni 


«SI 


o„ 


"si 


1 


1 


a«i 


<»« 


««» 


-1 


-1 


1 


1 

5i 


1 

5» 









piani 



Queste equazioni determinano le coordinate del polo dell'intersezione dei due 



5, ^52 ^58 '-^ 



^ + ^+^,1=0 

>2l >Ì2 >28 



rispetto alla conica sezione della quadrica (95) cól primo di questi piani ; da esse 
si possono dedurre varie conseguenze. 

Se il polo trovato sta sul piano ^ + ^ + ?^-i=o, esso starà sulla sua po- 

>1| >ìt >l8 

lare rispetto alla predetta conica, apparterrà quindi a questa e però alla data 
superficie; ora, le (108) mostrano che, affinchè sia ^ + ^ + ^ - 1 =0 . deve 
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Se ne conclude che questa è la condizione affinchè Tintersezione dei due piani 
suddetti tocchi la superficie data; onde, convenientemente sviluppata, esss^ è Tequa- 
zione della data quadrica considerata, come complesso delle sue tangenti. 

È utile notare che T equazione (109) si può anche dedurre dalla formola de- 
terminatrice della lunghezza d della corda della quadrica appartenente a una data 
retta. Questa formola si può ottenere come conseguenza della (i8) ; chiamiamo in- 
fatti i»is ,iC3, ,i;,2,ic,4,ir24 , iTji i determinanti estratti dalla matrice 
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cioè le coordinate della retta in cui si secano i due piani 



e troveremo 
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Questa mostra che una retta seca la quadrica in punti reali o in punti ima- 



(•) Se si suppongono nella (110) le ir^j^ variabili, la d data, essa rappresenterà 
il complesso delle rette su cui la data quadrica determina corde della lunghezza d ; 
questo complesso è in generale di 4® grado, ma si abbassa al 2® se a|, = a^^ =:. Oj, , 
^23 = 084 = ^it ^ 0' ^® ^^^^ ^^ ^^^^ superficie è sferica. 
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ginarii. secondocbè le sue coordinate, sostituite nel primo membro dcircquazionc 
complesso della superficie, fanno prendere al suo primo membro un valore negativo 
positivo. 

Le stesse formolo (108) permettono di concludere i seguenti teoremi : 

a) IL luogo dei poli, rispello alle coniclie Oeterminate in vna quadnca dai 
piani di un fascio, dMc velie d'inlevsezione di quesli piani con un piano /isso, 
è in generale una conica appoggiala con un suo pmito aliasse del fascio. Il 
luogo si riduce a una rella (la polare dell'asse del fascio) se il piano fisso ap- 
parliene al fascio dalo. 

b) Il luogo dei poli, rispello alle coniche delerminale in una quadrica dai 
piani di una slellOy delle retle d'inlersezione di quesli piani con un piano fisso, 
è in generale una quadrica. Il luogo si riduce a un jnano (il piano polare del 
centro della stella) se il piano fisso apparliene alla siella data. 

35. I piani rappresentati dalle equazioni 

l'i 5'. 5'3 ' r, r. *T5 " 



secano il piano 






in due rette ; la condizione affinchè queste siano coniugate rispetto alla conica 
della data superficie situata in quest'ultimo piano, si trae dalla (SS), ed è : 
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Questa equazione ci prova che : 
Dali due piani e una quadrica, Vinviluppo de' inani che secano la quadrica 
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in una conica e la coppia di piani in una coppia di rette coniugale rispcilo alla 
conico, è una nuova quadrica, tangente ai due piani dati nei poli della loro retta 
dintcrsezioìie, rispetto olle coniche in cui essi incontrano la data quadrica. Se 
la quadrica data è un co7io, Vinviluppo è ad essa inscriito ; se i due piani coin- 
cidono Vinxiluppo si riduce alla corrispondente conica della superficie (*). 

Fra i corollari di questa proposizione citiamo 1 seguenti : 
r Data una quadrica, un piano e una retta, Vinviluppo dei piani che secano 
la quadrica in una conica , il piano in una retta e la retta in un punto che 
siano polare e polo rispetto a quella conica, è una sviluppabile {di 4* classe) 
circoscrina a due quadriche, la quale degenera in due coni quando la data su- 
perficie è conica (*•). 

2® Data una quadrica, un punto o un piano, vi è un solo piano che sechi la 
quadrica in %ma conica e il piano in una retta che sia la polare rispetto a questa 
curva del punto dato ; è quello che unisce questo punto alla retta in cui il piano 
dato è seca/o dal piano polare del punto dato. 

36. Dal punto M (\k^ , ix^ , 1^3 ; 2/i > 2/2 » Vì) del piano 

^1 ^i ^3 

si conducono le tangenti alFìntersezione di questo piano colla data superficie ; si 
voglia trovare T angolo che esse formano , determinare quando esse siano reali e 
finalmente stabilire l'equazione del loro luogo al variare del piano attorno al punto M. 



(*) La proposizione correlativa può enunciarsi cosi : 

Dati due punti e nna quadrica, il luogo dei punti tali che da ognuno di essi i 
due punti dati siano proiettati da due rette coniugate rispetto al corrispondente cono 
circoscritto alla superficie , è una quadrica tangente nei punti dati ai piani polari 
della loro congiungente rispetto ai coni circoscritti da essi alla superficie data. Se 
la quadrica data si riduce, come inviluppo, a una conica, il luogo in discorso la con- 
tiene ; se i due punti coincidono il luogo si riduce al corrispondente cono circoscritto 
alla superficie. 

Osserviamo anche che se la quadrica considerata si riduce , come inviluppo, al 
cerchio imaginario airintìnito, si ritrova il notissimo teorema di geometria elementare: 
il luogo dei vertici degli angoli retti i cui lati passano pei due punti fissi , ò una 
sfera. 

(*•) La proposizione correlativa airultima parte di questo teorema è la genera- 
lizzazione del teorema : 

Il luogo de* punti da cui un punto e una retta sono proiettati da nna retta e 
un piano fra loro perpendicolari, è un circolo. 
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Chiamiamo Su l'angolo che cercbiamo ; applicaDdo la (S2) troveremo : 
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avendo posto per brevità 

(1 1 3) A,F(y) = F4*(2/) + l'Vd/) + F,«(i/) , ^^F(y) = a„ + a„ + a„ ; 

e cosi è risolta la prima delle questioni proposte. La (112) serve anche a risolvere la 
seconda ressa infatti dimostra che tgOM è reale, nullo, o imaginario secondochè 
il prodotto 

1 
a„ a« «18 «14 |- 

1 



fl«l «22 «23 «24 — 
«81 «82 «38 «84 
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*4I "42 «43 



la 
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è positivo, nullo o negativo; ora, tgGu è reale quando son reali le due tangenti 
uscenti da M, è nullo quando esse coincidono, è imaginario quando esse sono ima- 
ginarie; dunque: 

Al fascio di centro H e piano S appartengono due tangenti reali e distinte, 
coincidenti o imaginarie^ secondocliè i risultati delle sostituzioni delle coardinaie 
del punto M nel primo membro delVequazione locale e delle coordinate del piano 
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i nel primo membro dell* equazione tangenziale della superficie^ danno un pro- 
dotto positivo, nullo negativo. 

Per risolvere finalmenle la terza delle questioni proposte, cerchiamo un'equa- 
zione capace di determinare nello spazio, assieme alla r-^+r^ + r-^-l=0, le due 

^1 ?» ^8 

predette tangenti. Per ottenerla basta sostituire nella (51) alle A^* i loro valori 
(91) e alle X<, \xj le loro espressioni mediante Xi ,yj; si trova cosi l'equazione 

(114) ¥{x)V(y) - ia„a?,2/, + a„ajjVt + Oss^sJ/s + O44 

+ «14(^1 + Vt) + 0,4(0?, + y,) H- a54(x, + 2/,) I* = . 

la quale , non contenendo più le coordinate del piano considerato , mette in evi- 
denza cbe: 

Il luogo delle tangenti che possono condursi da un punto a una quadrica 
è un cono di secondo ordine ; è un piano {contalo due volte) se il punto appar- 
tiene alla superficie. 

L'equazione (114) mostra che questo cono ha comuni colla data quadrica i 
punti in cui questa è secata dal piano polare del punto dato ; onde esso può an- 
che definirsi come il luogo delle rette che proiettano dal punto dato i punti co- 
muni al suo piano polare e alla quadrica. Ne viene che esso sarà reale imagi- 
Ilario secondochè questa conica sarà reale imaginaria, cioè secondochè il punto 
scelto è esterno interno alla superficie ; i criteri trovati nel n. 35 possono dun- 
que servire a distinguere se da un punto si può non circoscrivere alla superfi- 
cie un cono reale. 

31. Le coordinate del centro della conica sezione della quadrica considerata 
col piano 

^ + ^t^^8^1^0 
£1 il U 



si possono ricavare tanto dalle (108) quanto dalle (63) ; chiamandole c^ e, e, , si 
trova : 
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e queste confermano essere 
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la condizione necessaria e sufficiente affinchè la conica sezione sia una parabola. 
Il luogo dei centri delle coniche determinate in una quadrica dei piani di un 
fascio di una stella, è una eonica o una quadrica (v. n. 34) (*) Il luogo dei cen- 
tri delle coniche sezioni di una quadrica con piani di una data giacitura è una retta 
(il diametro conjugato a quella giacitura). Le equazioni del diametro coniugato alla 
giacitura del piano 



(103) 



^ + ^+^«1=0 
fi 62 Kz 



sì possono dedurre dalle (115), ma possono anche ottenersi risolvendo la questio- 
ne : Dato ad arbitrio un punto dello spazio, yi sono delle sezioni piane della data 
superficie che abbiano il centro in esso? Chiamando x, 0^,073 le coordinate del punto 
dato, g| il (, le coordinate incognite del piano di una di tali setioni, si trovano le 
equazioni 

= ^3 («31^1 + «31^2 + ^3aP53 + 0,4) 



e, queste combinate alla (103), ci danno : 
ag|F,(x)4-a;tFt(ac)-fa?8F8(^) 



(1") 



5i = 



F|(a?) 

XtF,(^)-fag,F^(ag)-fXaF,(a?) 



^ _ fl?^F/x)+x>F^(x)+a;3F3(x) 



fa = 



P,(a5) 



(*) Cf. Todhanter. Exmples ofanaìyiical geometry of ihree dimensions. Foartb 
Edition p. 53 n. 843. 

La conica suddetta ò ellittica iperbolica, secondochè la sezione della data qua* 
drìca col piano àirinfinito è reale imaginaria. 
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Dunque : 

Ogni punlo dello spazio è in generale centro di una conica determinata ed 
unica della superficie. 

Le (116) (quando in esse si considerino le (^ come date e le x^ come inco- 
gnite) servono, assieme alla (103) a determinare il centro della conica in cui il piano 
(103) incontra la superficie; esse sono omogenee nelle ^ epperò si otterrebbero 
anche considerando, invece del piano (103)» un altro ad esso parallelo; di più, esse 
sono lineari ; dunque esse rappresentano il diametro conjugato alla giacitura del 
piano (103). 

Ti è un caso notevole in cui un punto è centro, non solo di una, ma di tutte 
le conicbe delle superficie poste in piani per esso; esso si verifica quando le coor- 
dinate del punto considerato soddisCano contemporaneamente le tre equazioni 

(118) a„a;|+a„a?,+a,5a58+a,4=0 ; o„oci+a„a?,+a,5a?5+a»4=0 ; 

Siccome in generale questo tre equazioni, lineari in x^x^x^, ammettono una 
soluzione, cosi: 

Vi è in generale uno e un sol punto che sia centro di tutte le coniclie pro- 
dotte in una quadrica da piani passanti per esso. Esso è il centro delta superfi- 
cie. Se è nullo il determinante 
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questo punto è a distanza infinita e la superficie suol dirsi priva di centro; se le (118) 
si riducono a due sole equazioni distinte, la superficie ha od* centri disposti in una 
r^ta; se si riducono a una sola, la superficie ha oo^ centri disposti in un piano; ecc. 
Quando la superficie ha un centro unico a distanza finiti^ da esso si possono 
condurre infinite tangenti alla superficie stessa; il loro luogo è un C0119 qui^rico 
(il cono asintoto della superficie) ; la sua equazione deriva dalla (114) ed è: 
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38. Dairequazione del luogo dei punti medii delle corde di una conica passanti 
per un punto fisso (n. 22, prima nota), si deduce, col solito procedimento: 

Il luogo de'punti medii delle corde d'una quadrica passanti per un pttnlo 
fissOy è una quadrica che passa pel punto dato, per la curva di camallo del cono 
circoscrillo da esso alla quadrica e per l'intersezione di questa col piano alV in- 
finito. Se ì/ij/ii/s sono le coordinate del punto, F(a?)-0 la equazione della data 
quadrica, sarà 



(120) 



(^i - y*) Fi(i») + (JKi - Vt) Vi(a)) + (X, - y,) ì\(a)) = 0, 



ossia 



(1200 



nx) - i y, F,(aj) + 2/2 ^\{^) + V, Ps(a?) + F,(x) } = 0, 



Tequazione del luogo suddetto. 

La (120) è indipendente dal termine costante n^^ dell* equazione F(a7) = 0; ne 
viene che il luogo trovato non muta sostituendo alia data superficie una ad essa 
omotetica e concentrica, e che quindi esso può definirsi come il luogo delle coni- 
che di contatto dei coni circoscritti da un punto fisso a una serie di qùadrìche omo- 
tetiche e concentriche. 

39. Gli asintoti deirintersezione della superficie (3S) col piano 



(103) 



Xi Xi x^ I _- n 

ir •'17'" 17"'-"' 



sono determinati dalla (103) assieme all'equazione 



021) 

± ± A 

che si deduce dalla (6S). 
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L'angolo Qc di detti aslatoti, è determinato dall'equazione 



(122) tgeo= 
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(^«+aM)|~t+(«s8+a„)|-5+(a„+ag4) ^ t-2aM^ §^""^^"5Ì li"^^"57 IT 



Siccome quest'espressione di tg0c è omogenea nelle coordinate ?£ del piano 
considerato, cosi tuiie le sezioni falle in una quadrica da piani paralleli, hanno 
gli asinloti dallo slesso angolo, sono, cioè, simili; e siccome la stessa espressione 
è indipendente da a^^ , cosi sono simili le sezioni falle da un piano in un sislema 
di quadriche omotetiche e concentriche. 

Se nella (122) si considera ©e come dato, e le 5< come coordinate correnti, 
essa rappresenterà l'inviluppo dei piani secanti la data quadrica in coniche i cui 
asintoti fanno l'angolo 6c : questo inviluppo è in generale una curva di 4* classe 

situata nel piano all'infinito. Se però 6c=t « Tequazione dell'inviluppo si riduce a 

(123) (aM+a33)=-j+(a35+a44)v-^+(a„+aj,)=^-2a„^j.--2a3,^^-2o,t=-j-=::0; 

dunque : Uinviluppo dei piani delle iperboli equilatere silv^te su una quadrica^ 
è una contea del piano allHnfinilo, 

La (121) mostra che gli asintoti della conica della superficie posta nel pia- 
no (103), sono le intersezioni di questo con una quadrica simile e similmente posta 
alla data. Ne viene che, se cerchiamo il luogo degli asintoti delle sezioni piane pro- 
dotte nella quadrica degli elementi di un fascio, troveremo che tale luogo si può 
intendere generato da un fascio di quadriche omotetiche e concentriche alla data 
e da quel fascio di piani; la corrispondenza fra questi due fasci è (1 , 2). il luogo 
degli asinloU è quindi una rigata di 4** grado avente per retta doppia Vasse del 
/ascio. Si può anche dire che esso è generato da quel fascio di quadriche e da 
uD^involuzione quadratica di piani esistente nel dato fascio; i piani doppii di que- 
sta involuzione sono il piano del fascio che tocca la quadrica del fascio tangente 
al suo asse e il piano del fascio passante pel centro della data superficie; quest'ul- 
timo punto è singolare per il luogo di cui si tratta. 
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Le sezioni piane di una quadrica sono oo>: ciò però non trae seco che anche 
i loro asìntoti formino una varietà a tre dimensioni, perchè, se una retta ^. asintoto 
di una sezione piana, lo sarà anche di tutte quelle situate in piani per essa. Gli 
asintoti formano una congruenza, la quale consta di oo' fasci di raggi paralleli i 
cui centri sono i punti alFinfinito della data quadrica e i cui piani sono i relativi 
piani tangenti della stessa quadrica. La congruenza è quindi di secondo ordine e 
seconda classe: le sue due retto che escono da un punto arbitrario sono le due 
rette che lo uniscono ai punti di contatto dei piani passanti per esso e toccanti la 
quadrica alFinfinito; le sue due rette che stanno in un piano qualunque sono le 
tracce su esso dei due piani tangenti alla superficie nei due punti all'infinito di 
essa che stanno su quel piano. 

40. Intorno agli assi della conica sezione della superficie (9S) col piano 

(103) f + p + p-i = o 

Si St ?« 

risolveremo due questioni : determineremo, cioè, la loro equazione complessiva e la 
loro lunghezza. 

Dalia (70) deduciamo che i due assi sono rappresentati analiticamente dalla (103) 
assieme alla seguente equazione • 

J_(„,.^,,(&_&)._L,„...„.,,(^-|L.) .5^(«.,-«..){M^).i. ' 

A<»»-"••'(^c)^li:<»•M&-|;)^à<°"-"-'(^5)•o;•' 

ove si è scritto per brevità P»- invece di F^(aj). 

Dalla (124) si possono dedurre varie conseguenze. Anzitutto, siccome essa è in- 
dipendente dal termine a^^ deirequazione F(^)=0, cosi si vede che le sezioni /a«e 
da un piano in un sistema di quadriche omoleiiche e concentriche , sono coniche 
coassiali. Poi, siccome essa è omogenea nelle g^, cosi la superficie che essa rappre- 
senta non muta sostituendo al piano dato uno ad esso parallelo; e però: Dato un 
fascio di piani paralleli e una quadrica^ resla determinata un' altra qìiadrica {un 
paraboloide iperbolico contenente il diametro conjugato alla giacitura comune di 
quei piani) avente la proprietà di secare uno qualunque di quei piani negli assi 
della corrispondente sezione piana della data quadrica. L* equazione di questo pa* 
raboloide è la (154), se sì consilerano le 5^ come dato, le ce, come coordinate correnti. 
Facendo l'ipotesi opposta, la (124) rappresenterà una curva del piano all'infinito ogni 
tangente della quale è congiunta al punto (cCjXjXg) da un plano avente la proprietà 
dì secare la quadrica data in una conica di cui un asse passa per quel punto. 
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Le (71) (12) conducono immediatamente a concludere clie se r è lalungliezza 
di uno dei semiassi della conica intersezione delle superficie (9S) (103), si avrà: 



(125) 



'*" + 7r "«» 
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=0, 



essendo 



(126) 
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Se si elimina X fra le due equazioni precedenti si ottiene la relazione 



(121) 





1 


8 


1 
a„ a,t «43 a,4 — 

1 




1 


2 




«Il «« «18 


Si 






«Il «12 «18 T 








1 




«81 «22 «28 «24 p 

?2 

1 
«8i «82 «88 «84 g" 




1 






a„ a^t «23 


i 


r*- 




«21 «22 «28 g- 

1 


j(«22+«88)|^- 




«SI «82 «88 


h 






«31 «32 «88 r 


r» 








«41 «42 «48 «44-1 










f 1 1 










111. 






57 Tt iz 







111 «1 


5. f2 58 '^ 












S. ?2 ?8 











Digitize(d by 



Google 



)( 240 )( 



Oli 


o« 


«ij 


Ou 


1 
Si 


fl»! 


0» 


«M 


«»» 


1 


a» 


a<t 


OSJ 


a„ 


1 
5, 


o« 


a» 


o« 


Om 


-1 


1 


1 


1 


-1 






= 0. 



Da questa si possono ottenere le equazioni di molti inviluppi e concludere, p. e , 
che per ogni reità passano sei piani secanti la svperficie in coniche di (Mo 
prodotto di semiassi^ due piani secanti la superficie in coniche di dola somma 
dei quadrati dei semiassiy ecc. 

Dalla stessa (più direttamente dalle (43) (97)) , scaturisce che le condizioni 
necessarie e sufficieuti affinchè il piano (103) sechi la quadrica (95) in un cerchio, 
sono le seguenti 

41. Finirò con due applicazioni della teoria esposta al sistema di due qua- 
driche. 

È nota la condizione a cui devono soddisfare i coeflicienti di due coniche af- 
finchè runa sia circoscrìtta ad uno, e quindi a infiniti, triangoli coniugati rispetto 
all'altra, cioè siano apolari. Da essa si conclude il teorema : 

r inviluppo dei piani che secano due quadriche in coniche apolari V una 
delValtray è una terza quadrica (**). 

Dalla (43) è facile dedurre che . affinchè i quattro punti d* intersezione delle 
due coniche £A/jtXjX^=3 , £Bj^X{Xj^|=0 appartengano ad una medesima circonfe- 



(*) Da quanto si espose è anche facile trarre oca dimostrazione del seguente teo- 
rema di beli ni (v. la memoria Bella curvatura delle superbe con metodo diretto 
e intuitivo f pubblicata fra quelle delPAccademia delle scienze deUlstitato di Bologna, 
Serie II, T. 7% 1868, p. 76) : 

Date due quadriche simili e similmente poste , 1* area della sezione il cai piano 
tocca in un pnnto arbitrario luna delle due superficie, moltiplicata per la sua distanza 
dal piano parallelo che tocca l'altra, offre un prodotto costante. 

(**) Un caso particolare di questo teorema fa dato da Chasles neir^ij^^r^ 
historique. 
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renza, è necessario e sufficiente che si abbia : 



(129) 



A« + A„ - 2A„ B„ f B„ - 2B„ p,» 
A„ + A„-2A„ B„ + B„-2B„ p,» 
A„ + A„-2A„ B„ + B„-2B„ p,» 



= 



Ne segue : 

l'inviluppo dei piani incontrami la quarlica (di prima apede) in cui si se- 
cano due quadriche 

a,,a;,*+a,ta!,*-l-a,,a;,»+2fl,ja!,a?j+2fl,,«,aj,+2a,,a5,ajjJ-2o,4a5,+2aj4Xj+2as4a!,-l-a44=0 

6„a5,*+6,^,*+6,^,*+26«a(j,a!,+26„asjaj,+26„x,a5,+26„aj,+26t4aJi+26j4a?j+644=0 

in Quailro punti di una circon/brenza, ha per equazione 



(130) 
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e però è una curva di 6" classe del piano allHvflnifo. In altre parole: Per ogni 
rella dello spazio passano in genoralc sei piani secanti ciascuno una quarlica di 
prima specie in quattro punti di una circonferenza. 

Mantova, Ottobre 1885. 



ERRATA-CORRIGE 

Pag. i88. L'equazione scritta nella penultima linea si sostituisca con la se- 
guente : 

(l + P)- 



V--4p^ 



AxxA^ji=0 



Pag, 189. Invece dell'espressione scritta nella quart'ultima linea, 

|*-^*f[A]i-Ar+A«(A]i 



VOI. XXIY. 
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SAGGIO DI ARITMETICA DEI TITOLI DI CREDITO 



FERDINANDO RONCHETTI. 



1. Con tanta diffusione di valori rappresentati da Titoli di credito rimborsa- 
bili, credo che manchiamo ancora di metodi certi e riconosciuti per calcolare il 
prezzo ch*essi dovrebbero avere per rendere un determinato interesse. 

2. È ammesso generalmente che a base di siffatto calcolo devesi prendere il prin- 
cipio deir interesse composto , per cui se una somma i dopo un detcrminato pe- 
riodo diventa con F interesse In-r (per brevità diremo s) , e questo interesse non 
è riscosso dal creditore ma resta nelle mani del debitore, esso deve pure fruttare 
al primo, come frutterà certo al secondo, e cosi l'avere del creditore dopo due di 
quei periodi diventa l+r+r(l-hr) ossia (l + r)* ossia s* ; dopo tre degli stessi pe- 
riodi, (l+r)*+r(l fr)* ossia (l+r)* ossia s* ; dopo n periodi, s^. 

3. In conseguenza, a quel mo*)o che un capitale rimasto nelle mani del de- 
bitore per n periodi e divenuto così s" , presuppone un capitale originariamente 
avuto in prestito di I , così un capitale tenuto nelle mani per 7i periodi e dive- 
nuto 1, presuppone un originario capitalo avuto in prestito di -^ ossia s"". Ed il 

8 

ridurre una somma accumulatasi con Tintercsse composto al suo valore originario 
nel momento della sua messa a frutto chiamasi operarne lo sconto composto. 

4. Ma da questo principio non credo che siansi fatte tutte le applicazioni di cui 
è suscettibile per il calcolo del valore dei Titoli di credito e per altri rami del- 
l'Aritmetica commerciale ; a che io tentai sopperire con la pubblicazione di un 
Opuscolo sulla determinazione delllnteresse dei Titoli ammortizzabiii fatto in Roma 
dalla Tipografia romana nel 187S , sia con ripetute trattazioni nella Gazzetta dei 
Prestiti di Milano, sia inflne con la presentazione ali* Accademia dei Lincei di due 
Memorie, Tuna collaudata su Relazione dell* IH. Prof. Battaglini nella tornata 
del 6 febbraio 1876, l'altra più voluminosa e contenente il germe di tutte le mie 
indagini neirargomento, presentata in marzo del 77, e che non so veramente quale 
fine abbia fatta. 

5. Una colpa di ciò potrei averla io pure, non avendomi T occupazione del 
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pane quotidiano concesso mai ozio sufficiente di ridurre i miei concetti alle loro 
minime espressioni e ad un ordine rigoroso, com'è richiesto in quest'epoca troppo 
affaccendata. A questo vorrei ora provvedere, profittando delia ospitalità gentilmente 
offertami nelle colonne di cosi apprezzato giornale : al quale pertanto io mi pro- 
fesso fin d'ora gratissimo di costituirsi veicolo di diffusione e suggello d'autorità 
a concetti che partendo da persona sconosciuta e fornita appena di qualche tinta 
di calcolo elementare non avrebbero certo trovato base per quella espansione che 
pure non riuscirebbe scevra di utilità cosi per le pubbliche che per le private 
finanze. 

6. E per entrare difilato nell'argomento, non ci soffermeremo gran fatto alle 
formole che rappresentano il valore di sconto, ad un interesse unitario r', di unità 
esigibili alla fine di ogni periodo per un numero infinito ovvero determinato di 
periodi interi ed uguali, essendo a notizia di tutti, come esse sian significate, la 

prima da -j , valore di sconto al principio del periodo, di un Titolo fruttante pe- 
riodicamente 1 ; valore tratto dalia evidente proporzione : se r' interesse suppone 

1 -s'~" 
1 di capitale, 1 d'interesse, che capitale iraportorà?: la 2" da — ^j — valore di 

sconto, al principio dei periodi, di n periodità 1 dovute al termine di ogni sin- 
golo periodo ; valore che ottiensi evidentemente dalla somma di tutte le periodità 
scontate in ragione composta, costituenti la progressione geometrica 

s'I-i- 

J- -1- _1_ J_ ±. l.___8l_S^ 

gm + j.//i~i + g.«-, "^ • • • s'* "^ S'* "^ fi' " S' - I • 

7. Proponiamoci ora di ricercare qual valore dovrebbe avere per rendere l'in- 
teresse r' un Titolo fruttante periodicamente ?', e rimborsabile dopo n periodi per 
il suo valore di i, Titolo che per dargli un nome chiamerò Titolo di scadenza. 

8. Evidentemente questo valore consterà di due elementi, lo sconto del capi- 
tale e lo sconto dei frutti : quest'ultimo dato dalla espressione testò veduta, l'altro 
da quella al § 3. Avremo quindi 

1 *"«^ 

v^^-^ + r — ; — 

che per miglior confronto col valore di un Titolo perpetuo dal frutto r , che dal 
§ 6 sappiamo esprimersi per -j- , potremo anche mettere sotto quest'altra forma 



"=7+0-?-)?» 
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e sotto quest'altra nel caso si volesse, dato Vy trovare s' e quindi r' 

Da cui 

vs'""*"' - (v + r)8'* - s' + 8 - 

equazione solubile per s' solo mediante metodi di approssimazione. 

9. Con queste semplici nozioni noi potremo però accingerci ora alla soluzione di 
un problema che crediamo ancora intrattato, e dal quale pur riteniamo possano 
cavarsi utili conseguenze per la quistione che tanto interessa gli Stati tutti, della 
estinzione dei debiti pubblici. Ed ecco il problema. 

10. Ma per farne meglio comprendere la importanza pratica sarà bene premet- 
tere alcuni cenni che mostrano il modo col quale il problema stesso siasi presentato. 

11. È noto come per taluni prestiti pubblici, quali THambro, il Rotschild, il 
Parodi e il Blunt il nostro governo sia obbligato a farne la estinzione acquistando 
periodicamente se al disotto del pari , rimborsando dietro estrazione se al di 
sopra, una tal quantità di Titoli che congiunta alle somme da erogarsi pel paga- 
mento dei frutti al lordo, cioè senza deduzione della ritenuta per le imposte, rap- 
presenti una somma costante. Ora a me parve non fosse ricerca al tutto sterile 
quella di sapere, nella supposizione che i valori di borsa dei Titoli si mantenes- 
sero sempre al disotto del pari, fra quanto tempo sarebbesi per via degli acquisti, 
da ragguagliarsi sempre sulla base di un unico interesse , estinta la [totalità dei 

^prestito, e quale interesse apporterebbe quindi il Titolo a chi se ne rendesse acqui- 
sitore a quella data epoca e per quel dato prezzo, una volta certi che al giorno 
della estrazione tutti i Titoli della specie devano aver raggiunto la pari, e in 
base a questa certezza si commisurino pure i valori di borsa successivamente cre- 
scenti man mano si avvicina il giorno della estrazione. Ed ecco come fui condotto 
al seguente 

12. Problema. Dato il capital nominale complessivo e e il valore di borsa uni- 
tario V al principio di un dato periodo, di un prestito, ammortizzabile per acquisti 
al corso, a periodità lorde di b, e fruttifero all'interesse nominale lordo di r, tro- 
varne l'interesse effettivo lordo costante r'. 

13. Soluzione. Abbiamo testé veduto che il valore di borsa sconto di uno 
dei Titoli costituenti un debito che si sa dover esser rimborsato tutto al nominale 
ad una data scadenza è rappresentato dalla formola 

1 ^ "s^ 
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ove n è il numero dei periodi dopo i quali il debito dovrà essere iDtegrafmente 
estinto. 

14. Ora siccome il valore di borsa complessivo di un prestito può conside- 
rarsi come la somma dei valori di borsa di tutti i Titoli unitarii ; e poiché il va- 
lore di borsa di un Titolo unitario può rappresentarsi per il rapporto tra il valore 
di borsa e il valore nominale complessivo, avremo, chiamando e' il valore di borsa 
complessivo, e moltiplicando i due termini dell'equazione per e, ve, ossia 

1 *"s^ 

equazione che potremo anche, come s*è visto, esprimere in questo altro modo 

15. Considerando ora che il servizio dei debito della specie è fatto per perio- 
dila lorde uguali , dedicate , una parte al pagamento degl' interessi e 1* altra agli 
acquisti al corso (Supposto anch'essi per sempliQcazione alla fine di ogni periodo), 
aTFemo pure per la formola veduta al $ 6 



8"*-l 



<^'=^:k7-T.- (2) 



16. Poste queste due equazioni negli ingranaggi del calcolo per ottenerne il 
valore di r' ; col confronto dei due valori di e' , avremo , eliminando il divisore 
comune 

ci s' ~ I +r(8'»- 1) I = 6(8"* - 1) (3) 

da cui 

cs' — e + r cs"* - re — òs'* — ò 6s'* — r cs'* - cs' + e + re — 6 = 

(6-.rc)8'»-cs' + c + rc-6 = s'*-^-^^' + r-^-r-^^ = 
^ ' 6 -re 6— re 6 -re 

8"*-iV + i-l = (4) 

e' 
11. Dalla 1^ (ibbiamo, dividendola per e, e avendo già fatto — = r 

e 

" = '"g*+^ -«''* — t>«'»+'-w'»-8'+l-r«'- + r = 

t>«'*^-'-(o + r)8'»-«' + l+r = -H_8'»+'-8'»--i-8' + iÌ^ = 0. 

v+r v+r v+r 
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E sommando questa equazione con la 4' . 

8"*-lV + l- 1=0 



?+r \vi-r / v-ì-r 









18. Dividendo poi questa per la 4' ridotta anch'essa alla (orma 

s"» = iV - i + 1 , 



si avrà 



^'"^■^ . , . . , /i8'-/i+l /i(8'-1)+l fer'+l 
-737- ossia b' ossia 1 + r = . , . , = .; , ... = t-t-t 



8" 

ir'+l+r'(iV + l) = /ir'+l. 
E togliendo uno dai due membri dell'equazione, e dividendoli quindi per r' 

i + ir' + 1 = /i i?' = /i - i ^ l f' = : . 

E ponendo finalmente in luogo di h ed t i loro valori 

1 + t(t? + r) . . , . e 

, V 1 + ft? + tr — it? — V _ 1 - 1? + ir ò-rc 

i "~ ir "" tv "" e 

6 — re 

fc - re - v(b — re) + re 6 - 1?6 + t?rc ^ ì-^v 61-t? 

= ^ ' r= = r + 6 = r+ 

ve • ve ve e V 
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r interesse lordo cioè che renderà an titolo a periodità rimborsabile per acquisti 
sarà uguale a Tinteresse lordo nominale più il rapporto composto fra la periodità 
e il capital nominate complessivi e fra la differenza del valor nominale col valor 
di borsa e quest'ultimo valore. 

19. E qui prego considerare la bella singolarità matematica che mentre dà 
r equazione di che al § 8 che dava il valore di sconto a un dato interesse di un 
titolo fruttifero periodicamente e ammortizzabile tutto in una volta ad un'epoca 
predeterminata, dato il valore di sconto non sarebbesi potuto ottenere Y interesse 
corrispondente se non per via di tasteggiamento e di approssimazione, in questo 
caso nel quale il fatto degli acquisti a corsi successivamente crescenti parrebbe 
dovesse agire quale elemento perturbatore, esso contribuisca invece a rendere pos- 
sibile una soluzione esatta di cui non credo vi sia altro riscontro trai problemi 
della specie. 

20. Ottenuto poi il valore di r', il valore di n si caverà dalla 4"^ ridotta alla 
forma s"*=iy-i-|-) da cui 

nlogs'=logOyH-l) 

^ log(tr^-fl) ^ ^^\ b-rc ) ^ ^^ 6->rc _ log(6-rc-}-r'c)-log(b-rc) 
^""logO'+1) "" log(lir') "" log(l+r') log(l+r') 

equazione questa che varrà quando si conosca già r', e che quando non si cono- 
sca verrà agevolmente modificata sostituendo a r' il suo valore come sopra ri- 
trovato 

21. Per dare un esempio dell'applicazione di queste formolo, ove si avesse vo- 
luto conoscere quale interesse lordo rendeva al 1 dicembre 1815 il prestito Rotschild 
al corso di 12 oro, sapendosi che a queir epoca il capital nominale esistente era 
di f. 115,045,000, e che il servizio ne è fatto con semestralità di f. 4,212,150: 
eseguite le analoghe operazioni 

1 
-0,12 

0.^8 suo log 19,4411580 
0,12 )) -9,8513325 



9,5898255 log 4.212,150= 16,6301015 
» 115,045,000=:- 8,0608618 



8,5698391 
9,5898255 



8,1596652 = IogO,014443 
514 0,025 



si otterrà r's 0,039443 
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Chi acquistava dunque dei Rotschild a quel prezzo e a quell'epoca otteneva, 
pagando esso sempre Tiroposta del 13,20 Vo sui frutti nominali, d'impiegare il suo 
denaro air interesse semestrale del 3,94 V^, interesse realizzato, parte con la er- 
fettiva riscossione dei cuponi, parte con la capitalizzazione della porzione non ri- 
scossa, e che dovrà a estinzione finita aver portato il valore del titolo uguale al 
nominale. 

22. E quanto al tempo deirestinzione, ritrovato prima il valore di 6-rc, uguale a 

4,272,150 
- 2,876,125 = 0,025. 115,045.000 



1,396,625 
avremo 

log (1,396,625 + 0.039443.1 15,045,000) - log 1 ,396,625 
^"" log 1,039443 

_ log (1,396,625-H4,537,719.80)--6,U50798 _ log 5,934,344.80-6,1450798 
0,0168006 " 0,0168006 

_ 6,7733728-6,1450798 _^ 0,62829 30 ., • , . 9,7981601 
0,0168006 ~0,0168006 ^"' ^*^ ^ 8,2253248 



1,5728353= log 37,396... 

Ciò che vorrà dire che al corso di 72 del I^ dicembre 1875 il Rotschild si sa- 
rebbe estinto in 37 semestri e mezzo circa, diciamo pure in 38, dovendosi nel con* 
crete per gli effetti della estinzione e dello sconto, ritenere per intero anche il pe- 
riodo appena incominciato; e così si avrà avuto un* anticipazione di 7 anni sul pre- 
ventivo dato dagli stati del Debito Pubblico e calcolate su la più sfavorevole ipo- 
tesi degli acquisti alla pari che portava la scadenza del 1 dicembre 1901. 

23. Ma vogliasi anche sapere a quale interesse al netto corrisponde nel titolo 
in esame lo interesse al lordo del 3^9443 % al semestre. Ne la prima memoria 
presentata ai Lincei io diedi già la formola con la quale questo interesse netto po- 
teasi avere direttamente senza bisogno di ricorrere airinteresse lordo: ma poiché 
una tal formola avrebbe in ogni caso (e anche in quello di r'=r) o richiesto per 
un' applicazione numerica racconcia proporzione di laboriosissime tavole ovvero por- 
tato un faticoso procedere di tasteggiamento, venni in animo di cercare all'uopo 
altra via più semplice, ed ecco come potei arrivare alla soluzione del propostomi 

24. Problema. Trovato Tinteresse lordo a un dato valore di corso di un titolo 
estinguibile per acquisti a periodi tà lorde, quale sarà Tinteresse netto corrispon- 
dente. 
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25. Soluzione. Se abbiamo il valore di un titolo a scadenza (al quale vedem- 
mo ai § 13 e 14 ridursi anche il titolo per acquisti): 

e supponiamo che il frutto diminuisca riducendosi a r", perchè il valore si conservi 
uguale, anche s' convertendosi in s'" dovrà diminuire, e tanto più quanto più 
grande sia n. 

26. Infatti, non potendosi per la uguaglianza mantenere 8'"=s', ove si suppo- 
nesse invece che aumenti, ritenendo pure s', s'" > 1 , e la equazione del titolo a r^ 
modificandosi in 



noi avremo : 



g/fin "^ e'" ' s'"2 ••••«///»' 



„///» ^ gfn 



perchè dotato delfegual numeratore e di un denominatore più grande, e tanto più 
grande quanto più grande sia ?i: 

r" r" r'' r r r 

per essere ciascun termine del primo membro dotato di un numeratore più pic- 
colo e di un denominatore più grande del suo corrispondente del 2® membro, cre- 
scendo poi la inferiorità col crescere del numero dei termini, ossia di n. 

27. In luogo della voluta eguaglianza avremmo quindi una inferiorità del va- 
lore r" in confronto a quello in r, e tanto maggiore quanto più grandi supporre- 
mo 8'" e n: ciò che importerà che per ottenere Tuguaglianza dovremo invece sup- 
porre 8'"<s\ e tanto più quanto più grande sarà 7i. 

28. Da ciò la conseguenza che ottenuto Tinteresse lordo costante che rende un 
titolo ad acquisti, l'interesse netto corrispondente crescerà nei successivi periodi, 
rappresentando un minimo quando n — co, un massimo quando n=l: e un'accu- 
rat<i analisi potrebbe forsanche determinare la legge dei successivi accrescimenti, 
al fine di derivarne la formola delFinteresse netto costante^ Ma per calcoli appros- 
simativi noi ci contenteremo invece di trovare questo valore col mezzo dei tasteg- 
giamenti e della media aritmetica, prendendo per base gVinteressi netti corrispon- 
denti ai due limiti massimo e minimo sopraccennati. 

29. Il minimo interesse netto sarà dunque quello del titolo estinguibile entro 

un numero indefinito di periodi, ossia del titolo perpetuo, e risulterà dalla pro- 

r'r" r 

porzione r:r'=r";x, sarà cioè — per un valore di corso di -7. al quale quindi 

f r 

sarà indiflerente dire che il titolo rende, con le imposte attuali, un r' lordo, come 

un — netto, 
r 

VOI. XXIV. 82 
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30. Onde aver ora Tintoresse netto massimo, corrispondente al valore che avrà 

il titolo riscattabile, un periodo prima della estinzione, perchè renda un r' lordo, 

se 
poseremo Tequazione c'=-^. E dovendo anche qui il valore del titolo, fruttifero 

r, farsi uguale a quello del titolo, fruttifero r", avremo 



se s'^c 


8 S" 

s' "" 1 + ac * 


s's" 

1 +35 = 

S 


s' ~ 1 + a? ' 




s's" , 

8 





che sarà Tintercsse netto a un periodo dairestinzione in corrispondenza a un con- 
temporaneo interesse lordo di r', e nominale netto di r". 

31. Ottenuti cosi i valori dei due interessi di limite in relazione ad un inte- 
resse comune r', sarà possibile con opportuni tasteggiamenti, trovare quale sarà 
l'interesse netto a un periodo qualunque 7i: e trovatolo, prendere una media fra 
questo interesse e l'interesse a 1 periodo, al quale il prin:o andrà man mano ac 
costandosi, media che potrà approssim-itivamente considerarsi come Tinteressc netto 
fisso per n periodi in corrispondenza a un interesse lordo r'. 

32. Applicazione. Applicando questo calcolo al prestito Rotschild che al T di- 
cembre 1815 vedemmo renilcre il 3,94 lordo, cerchiamo innanzi tutto quale sarebbe 
Tinteresse netto corrispondente, se quel titolo fosse perpetuo. Lo troviamo subito 
dalla proporzione -2,50:3,9443=2,17:3,4236 che significa anche, essere al corso 

2 50 
della rendita di ' ossia di 63,39 indifferente dire ch'esso rende con le ìm- 
o,u44J 

poste attuali un 3,94 lordo, come un 3,42 netto. 

33. Vediamo ora quale interesse netto corrisponda al valore che per rendere 

il 3,94 lordo dovrà avere il titolo riscattabile, un semestre prima della estinzione. 

s's'' 
Questo valore si avrà dalla equazione surriportata a5= 1, nella quale sosti- 

tuendo i concreti valori numerici, avremo 

1.0394i3J.02n _^ E coi .ogO.0168006 
' 0,0093234 



0,0261340 
-0,0107239 



0,0154101 

n=log 1,0361 
-I 



x= 0,0361 
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34. Deesi cercare ora un interesse netto, di corrispondenza alUnteresse lordo 
costante di 3,34, che sia medio fra 3,42 interesse netto per un titolo inestingui- 
bile, e 3,61 interesse netto per un titolo a 6 mesi. Vediamo p. es. se esso possa 
attualmente ritenersi presso a poco del 3,50%. 

35. Per Tare questa veriflca non si ha che vedere se a 38 semestri, tempo che 
si riconobbe necessario per la estinzione del Hotschìld quotato al Ionio 72, il valore 
al 3,50 netto, di un titolo amniortizzabile a 100 e fruttifero '?,17 corrisponda pre- 
cisamente a 72. Applicando la 1^ formola del § 8 con la tavola di ammortizzazione 
del Grémillet si ha: 

Tav. 4* sconto dei frutti: 2,17. 20,8411=41,6822 

2J>84I1 
1 .042055 
416822 



45,225187 
Tav. 2* sconto del capitale: 100.0,27056 = 27,056 

Il valore del titolo sarà quindi dì 72.28; ciò che vuol dire che a 72 esso ren- 
derà ancora qualche cosa più del 3 «50 netto. E un tale interesse poi andrà, come 
si disse, sempre aumentando fino a raggiungere il 3,61 netto: cosi che facendo una 
media potrà ritenersi che quotato il Rotschild a 72 il 1 dicembre 1875, esso avrà 
reso un cfTettivo interesse semestrale del 3,55 (o veramente qualche cosa meno, 
andando Tinteresse crescendo accelcratamente, e cosi il suo progredire sarà lento 
ili principio, e Tinteresse vero si troverà piuttosto tra quelli della prima che della 
2^ metà di tempo): e detto interesse potrà quindi con sufficiente approssimazione 
considerarsi Unteresse netto fisso di questo titolo alle sue condizioni di quell'epo- 
ca; e ne rimarrà pure in relazione anticipata alquanto la sua estinzione effettiva. 

36. Tali casi io contava fin da 10 anni addietro onde persuadere il governo ad 
estendere la operazione di conversione dei tìtoli ammortizzabìli in consolidato, che 
allora pel modo con cui era ammessa limitarsi a quei soli che avevano un valore di 
borsa inferiore a quest'ultimo, anche a tutti quelli, e come il Rotschild erano quasi 
tutti, che sebbene quotati sopra al consolidato, pure, valutato Tonere dei rimborsi 
alla pari doveano considerarsi fruttare un interesse maggiore: ed era evidente in- 
fatti che risultando dalla nostra dimostrazione come il Rotschild a 72 oro, e in carta 
con l'aggio 10 Vo 79,20 rendesse il 3,55 netto al semestre, fosse ben conveniente 
sostituirvi consolidato che a 78,91 costava al governo solo il 2,75, ciò ch*io m'in- 
gegnai di lungamente sviluppare sotto tutti gli aspetti nella 2^ Memoria ai Lincei. 
Ila ad onta anche della pubblicazione di articoli noi ^ià citato giornale finanziario 
e della intromissione di autorevoli personaggi, nulla fu fatto; ciò che mi porta a 
supporre che questi calcoli non erano, diciamo, creduti: ed ora siamo giunti a con- 
siderare come la più felice delle evenienze quella quando i titoli ammortizzabìli e il 
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perpetuo avranno ugualmente raggiunto la pari, ciò che recherà la possibilità^ so- 
stituendo ai primi il secondo, di ottenere non più un benefizio effettivo, ma un 
semplice disgravio di cassa con la soppressione dei fondi di estinzione dei singoli 
prestiti a tempo, per caricarne invece i nostri figliuoli: come facemmo con quel- 
Taltra trovata delle pensioni che, mentre nel loro complesso costituiscono eviden- 
temente un onere perpetuo, per far credere a noi stessi che avevamo il margine 
onde servir il prestito per abolire il corso forzoso, con un gioco di prestigio rie- 
scimmo a farle comparire come debito a tempo : ma ne sentiamo già ora le con- 
se(>uenze nei bilanci. 

31. Non crediamo per questo che le nostre ricerche abbiano omai a ritenersi 
destituite di ogni utilità pratica, potendo esse avere ancora applicazione sia in altri 
Stati, sia nel nostro per quei titoli nei quali, essendo l'interesse nominale inferiore 
ni corrente, abbiasi ancora un corso al di sotto della pari e ciò tanto , come ve- 
demmo, per operare la conversione di debiti redimibili in debito perpetuo, quanto 
per avvisare anche ad un metodo di estinzione di quest'ultimo; di che però, stante 
la importanza e vastità del soggetto ci occuperemo in altro articolo a parte. 

38. Passiamo ora quindi, onde esaurire l'intrapreso argomento, a dire del va- 
lore di borsa di altri titoli redimibili più usitati. E ultimiamo intanto la trattazione 
di quelli serviti a periodità. considerandone il caso del rimborso non per acquisti 
ma al valor nominale, e le due ipotesi che i frutti siano computati in relazione 
oppur no all'imposta cui possono essere soggetti. 

39. Per una più chiara nozione di questi titoli premettiamo, quanto ò comu- 
nemente risaputo e il calcolo che segue del resto agevolmente dimostra, che pa- 
gando a la fine di ogni periodo una somma costante b, con la quale si soddisfi 
rinteresse, alla ragione r, su un capitale e esistente al principio del periodo stes- 
so, e si rimborsi una parte di silTatto capitale, questa, dalla quantità R cui dee ri- 
dursi nel primo periodo per produrre la costante ò, e che chiamasi 1^ quota d'am- 
mortizzazione, si accresce ogni periodo dei suoi frutti composti: ed ecco il calcolo. 

R + rc = 6 R=6-rc 

r(c - R) + Rj = 6 Rj = 6 - re + rR = R + rR = R(l + r) = 

= Rs 

r(c - R - Rs) + R, = 6 Rj = 6 - re + rR( 1 + s) = R (l + r ^-1^) = 

= Rs« 

r(c-R-Rs-R8») + R4 = 6R4 = 6-rc4-rR(l + 8 + s*)=R(l+r?l^) = 

= Rs» 
e cosi via discorrendo fino a R^j^Rs**'*. 
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40. Sapendosi poi che tutte le quote di ammortizzazione devono dopo gli n 
periodi di durata del prestito avere estinto tutto il capitale e, si ha 

R(l +s + s«+. ..s-*) = c r£1zJ=c 

onde K = c-;;ì— T-; e sostituendo questo valore nella equazione di b. 



6=:C 



(i^^O 



che sono le due formole fondamentali delle periodità, quest'ultima secondo me seb- 
bene in apparenza meno semplice, preferibile almeno nelle applicazioni numeriche, 
a quella usata abitualmente e che vcdesi anche riportata in testa alle consuete ta- 

vole, b=^cz — zn come quella che, mentre da un canto presenta pid intuitivo lo 

aspetto caratteristico della pcriodità di essere la somma del fruttato con la quota 
d*ammortizzazione, evitando poi dairaltra una divisione, rende più spediti ed esatti 
ì calcoli specialmente logaritmici quali sempre occorrono nella trattata materia: a 
divulgare i quali, diciamolo per incidenza, assai gioverebbero appositi manuali se- 
parati aflatto dalle tavole trigonometriche. 

41. Volendosi ora dunque conoscere il valore di tutte queste periodità, for- 
mate sulla base di un interesse r e scontate al principio dei periodi a un altro in- 
tercsse r\ varrà la 2^ fcrmoia del § 6, onde avremo 

e sostituendo a b il suo valore consueto» 

c=c. 1:= — j — 

1 - 8 * r' 

che per la comodità di ricorrere, per la sua applicazione, ad una tavola sola, me- 
glio esprimeremo con 




!-s'- 



il valore cioè di un titolo della specie sarà dato dal rapporto fra la periodità a 
l'interesse nomincUe e quella che sarebbe all'interesse di sconto: o, che è lo stes- 
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e sotto quest*altra nel caso si volesse, dato Vy trovare s' e quindi r' 






Da cui 

ts'w+i _ tjs'** - 8' 4- l — rs'^ 4- r = 

^8^+1 - (i; 4. r) 8'* - s' + s - 

equazione solubile per s' solo mediante metodi di approssimazione. 

9. Con queste semplici nozioni noi potremo però accingerci ora alla soluzione di 
un problema che crediiimo ancora intrattato, e dal quale pur riteniamo possano 
cavarsi utili conseguenze per la quistione che tanto interessa gli Stati tutti, delia 
estinzione dei debiti pubblici. Ed ecco il problema. 

10. Ma per farne meglio comprendere la importanza pratica sarà bene premet- 
tere alcuni cenni che mostrano il modo col quale il problema stesso siasi presentato. 

11. É noto come per taluni prestiti pubblici, quali THambro, il Botschild, il 
Parodi e il Blunt il nostro governo sia obbligato a farne la estinzione acquistando 
periodicamente se al disotto del pari , rimborsando dietro estrazione se al di 
sopra, una tal quantità di Titoli che congiunta alle somme da erogarsi pel paga* 
mento dei frutti al lordo, cioè senza deduzione della ritenuta per le imposte, rap- 
presenti una somma costante. Ora a me parve non fosse ricerca al tutto sterile 
quella di sapere, nella supposizione che i valori di borsa dei Titoli si mantenes- 
sero sempre al disotto del pari, fra quanto tempo sarebbesi per via degli acquisti, 
da ragguagliarsi sempre sulla base di un unico interesse , estinta la [totalità del 

^prestito, e quale interesse apporterebbe quindi il Titolo a chi se ne rendesse acqui- 
sitore a quella data epoca e per quel dato prezzo, una volta certi che al giorno 
della estrazione tutti i Titoli della specie devano aver raggiunto la pari, e in 
base a questa certezza si commisurino pure i valori di borsa successivamente cre- 
scenti man mano si avvicina il giorno della estrazione. Ed ecco come fui condotto 
al seguente 

12. Problema. Dato il capital nominale complessivo e e il valore di borsa uni- 
tario V al principio di un dato periodo, di un prestito, ammortizzabile per acquisti 
al corso, a periodità lorde di b, e fruttifero all'interesse nominale lordo di r, tro- 
varne l'interesse effettivo lordo costante r'. 

13. Soluzione. Abbiamo testé veduto che il valore di borsa sconto di uno 
dei Titoli costituenti un debito che si sa dover esser rimborsato tutto al nominale 
ad una data scadenza è rappresentato dalla formola 
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ove n è il numero dei periodi dopo i quali il debito dovrà essere integralmeute 

estJDto. 

14. Ora siccome il valore di borsa complessivo di un prestito può conside- 
rarsi come la somma dei valori di borsa di tutti i Titoli unitarii ; e poichò il va- 
lore di borsa di un Titolo unitario può rappresentarsi per il rapporto tra il valore 
di borsa e il valore nominale complessivo, avremo, chiamando e! il valore di borsa 
complessivo, e moltiplicando i due termini deirequazione per e, ve, ossia 

c=c^-l-rc-^,-^ 

equazione che potremo anche, come s'è visto, esprimere in questo altro modo 

-1) 



^ - ^ Vs"* ■*" ^ «'"(s' - 1)/ ^ s'V - 1) 



(1) 



15. Considerando ora che il servizio del debito della specie è fatto per perio- 
dita lorde uguali , dedicate , una parte al pagamento de»r interesni e Y altra agli 
acquisti al corso (Supposto anch'essi per semplificazione alla fine di ogni periodo), 
avremo pure per la formola veduta al § 6 

'''=^-^)- <2) 

16. Poste queste due equazioni negli ingranaggi del calcolo per ottenerne il 
valore di r' ; col confronto dei due valori di e' , avremo , eliminando il divisore 
comune 

c| s' - 1 +r(s'»- 1) } = &(8"* - i) (3) 

da cui 

cs' — e + r cs"* - re — òs'* — 6 bs*'*^ — r c«'* - cs' + e + re - 6 = 

(6-rc)s'»-cs' + c + rc-& = s'^-.^—s' + =-l--^— ^ =0 
^ ' 6 -re 6 -re 6 -re 

8'*-iV>i«l==0 (4) 

e' 
11. Dalla 1^ abbiamo, dividendola per e, e avendo già fatto —^v 

e 

o«'»+«-(c + r)8'*-«' + l+r = ^«'"+♦-8'»-— 8' + — = 0. 
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E sommando questa equazione con la 4* . 

v-ì-r \t?-f-r / t?-hr 

18. Dividendo poi questa per la 4* ridotta anch'essa alla forma 



si avrà 



8"^« . , . . r /is'-h+l /i(8'-1)+l /ir'+l 
— nr- ossia 8' ossia 1 + r = . , . , = ... , ^ . = r-r-r 
8'* i8'-i+l i(8'-l)+l :r'+l 



r':^ 



1(8 

ir'-f l + r'(iV + l) = /ir'+l. 
E togliendo uno dai due membri dcirequazionc, e dividendoli quindi per r' 

i -f ir' + 1 = /4 ir' = /i - i - l r^= : . 

t 

E ponendo finalmente in luogo di h ed i i loro valori 

1 + i(t? + r) . - , e 

1 + it? + ir — IV - i^ 1 - f? + ir 6 - re 



tv tv e 



6 -re 



ò - re - 1;(6 — re) + re 6 - 1?6 + t?rc . 1 ~ v 6 1 - 1> 

s = r + = r H 

ve ' ve t?c e t? 
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r interesse lordo cioè che renderà an titolo a periodità rimborsabile per acquisti 
sarà uguale a Finteresse lordo nominale più il rapporto composto fra la periodità 
e il capital nominale complessi?! e fra la differenza del valor nominale col valor 
di borsa e questultimo valore. 

19. E qui prego considerare la bella singolarità matematica che mentre dà 
r equazione di che al § 8 che dava il valore di sconto a un dato interesse di un 
titolo fruttifero periodicamente e ammortizzabile tutto in una volta ad un' epoca 
predeterminata, dato il valore di sconto non sarebbesi potuto ottenere T interesse 
corrispondente se non per vìa di tasteggiamento e di approssimazione, in questo 
caso nel quale il fatto degli acquisti a corsi successivamente crescenti parrebbe 
dovesse agire quale elemento perturbatore, esso contribuisca invece a rendere pos- 
sibile una soluzione esatta di cui non credo vi sia altro riscontro trai problemi 
della specie. 

20. Ottenuto poi il valore di r\ il valore di n si caverà dalla i"" ridotta alla 
forma s"*=iV-i-f I da cui 

nlogs'=log(iy+1) 

__ log(ir'+l) _ ^^\ ^ b-rc) _ ^^ 6-rc _ log(ft-rc-fr'c)-log(6-rc) 
^*'"log(?'+1) Iog(ÌTry~^ logd-HO log(l+r') 

equazione questa che varrà quando si conosca già r', e che quando non si cono- 
sca verrà agevolmente modificata sostituendo a r' il suo valore come sopra ri- 
trovato 

21. Per dare un esempio dell'applicazione di queste formolo, ove si avesse vo- 
luto conoscere quale interesse lordo rendeva al 1 dicembre 1875 il prestito Rotschild 
al corso di 72 oro, sapendosi che a quell'epoca il capital nominale esistente era 
di f. 113,045,000, e che il servizio ne è fatto con semestralità di f. 4,272,730: 
eseguite le analoghe operazioni 

1 
-0,72 

0.-28 suo log 19,4471380 
0,72 )) -9,8573323 



9,5898'23S log 4,272,750= 16,6307073 
» 115,045,000 = - 8,0608678 



8,5698397 
9,5898255 



8,1596652 = logO,014443 
574 0,025 



si otterrà r' = 0,039443 



Digitized by 



Google 



)( 248 )( 

Chi acquistava dunque der Rotschild a quel prezzo e a queir epoca otteneva, 
pagando esso sempre Tiroposta del 13,20 Vo sui frutti nominali, d* impiegare il suo 
denaro air interesse semestrale del 3,94 Vq, interesse realizzato, parte con la ef- 
fettiva riscossione dei cuponi, parte con la capitalizzazione della porzione non ri- 
scossa, e ch& dovrà a estinzione finita aver portato il valore del titolo uguale al 
nominale. 

22. E quanto al tempo deirestinzione, ritrovato prima il valore di 6-rc, uguale a 

4,272,150 
- 2,876,125 = 0,025. 115,045.000 



1,396,625 

avremo 

log (1,396,625 + 0.039443.1 15,045.000) - log 1,396,625 
^"^ log 1,039443 

^ log (1,396,625-h4,537.719,80M,1450798 ^ log 5,934,344.80-6,1450798 
0,0168006 0,0168006 

_ 6,7733728-6,1450798 _ 0,6282930 ., . , . 9,7981601 
0,0168006 ""0,0168006 "' ^^^8,2253248 



1,5728353=: log 37,396... 

Ciò cbe vorrà dire che al corso di 72 del t^ dicembre 1875 il Rotschild si sa- 
rebbe estinto in 37 semestri e mezzo circa, diciamo pure in 38, dovendosi nel con ■ 
creto per gli effetti della estinzione e dello sconto, ritenere per intero anche il pe- 
riodo appena incominciato; e cosi si avrà avuto un* anticipazione di 7 anni sul pre- 
ventivo dato dagli stati del Debito Pubblico e calcolate su la più sfavorevole ipo- 
tesi degli acquisti alla pari che portava la scadenza del 1 dicembre i90J. 

23. Ma vogliasi anche sapere a quale interesse al netto corrisponde nel titolo 
in esame lo interesse al lordo del 3^9443 % al semestre. Ne la prima memoria 
presentata ai Lincei io diedi già la formola con la quale questo interesse netto po- 
teasi avere direttamente senza bisogno di ricorrere airinteresse lordo : ma poiché 
una tal formola avrebbe in ogni caso (e anche in quello di r'=^r) o richiesto per 
un* applicazione numerica racconcia proporzione di laboriosissime tavole ovvero por- 
tato un faticoso procedere di tasteggiamento, venni in animo di cercare all'uopo 
altra via più semplice, ed ecco come potei arrivare alla soluzione del propostomi 

24. Problema. Trovato Tinteresse lordo a un dato valore di corso di un titolo 
estinguibile per acquisti a periodità lorde, quale sarà Tinteresse netto corrispon- 
dente. 
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25. Soluzione, Se abbiamo il valore di un titolo a scadenza (al quale vedem- 
mo ai S 13 e 14 ridursi anche il titolo per acquisti): 

— + — + — + — • 

e supponiamo che il frutto diminuisca riducendosi a r", perchè il valore si conservi 
uguale, anche s' convertendosi in s"' dovrà diminuire, e tanto più quanto più 
grande sia n. 

26. Infatti, non potendosi per la uguaglianza mantenere 8"'=s', ove si suppo- 
nesse invece che aumenti, ritenendo pure s', s'"> 1, e la equazione del titolo ar® 
modificandosi in 

J^ iL il II 

noi avremo : 

perchè dotato delfegual numeratore e di un denominatore più grande, e tanto più 
grande quanto più grande sia n: 

per essere ciascun termine del primo membro dotato di un numeratore più pic- 
colo e di un denominatore più grande del suo corrispondente del 2^ membro, cre- 
scendo poi la inferiorità col crescere del numero dei termini, ossia di n. 

27. In luogo della voluta eguaglianza avremmo quindi una inferiorità del va- 
lore r" in confronto a quello in ?*, e tanto maggiore quanto più grandi supporre- 
mo s"' e n: ciò che importerà che per ottenere Tuguaglianza dovremo invece sup- 
porre s"'<s\ e tanto più quanto più grande sarà ?i. 

28. Da ciò la conseguenza che ottenuto Tinteresse lordo costante che rende un 
titolo ad acquisti, l'interesse netto corrispondente crescerà nei successivi periodi, 
rappresentando un minimo quando n = oc>, un massimo quando n=l: e un'accu- 
rata analisi potrebbe forsanche determinare la legge dei successivi accrescimenti, 
al fine di derivarne la formola deirinteresse netto costante^ Ma per calcoli appros- 
simativi noi ci contenteremo invece di trovare questo valore col mezzo dei tasteg- 
giamenti e della media aritmetica, prendendo per base gVinteressi netti corrispon- 
denti ai due limiti massimo e minimo sopraccennati. 

'29. II minimo interesse netto sarà dunque quello del titolo estinguibile entro 

un numero indefinito di periodi, ossia del titolo perpetuo, e risulterà dalla pro- 

r'r" r 

porzione r:r'=r";aj, sarà cioè — per un valore di corso di -7, al quale quindi 

sarà indifferente dire che il titolo rende, con le imposte attuali, un r' lordo, come 

un netto. 

r 

voL. XXIV. 83 
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30. Onde aver ora rinteresse netto massimo, corrispondente al valore che avrà 
il titolo riscattabile, un periodo prima della estinzione, perchè renda un r' lordo, 

Qf» 

poseremo l'equazione c'=:-^. E dovendo anche qui il valore del titolo, fruttifero 

r, farsi uguale a quello del titolo, fruttifero r", avremo 

se _ s"c ^ __ s" _ sV 

T^ìTx • V"l+x * "^^""T 

s's" , 

X=z 1 

8 

che sarà rinteresse netto a un periodo dall'estinzione in corrispondenza a un con- 
temporaneo interesse lordo di r\ e nominale netto di ?•". 

31. Ottenuti cosi i valori dei due interessi di limite in relazione <id un inte- 
resse comune r', sarà possibile con opportuni tasteggiamenti, trovare quale sarà 
l'interesse netto a un periodo qualunque ?i: e trovatolo, prendere una media fra 
questo interesse e rinteresse a I periodo, al quale il priir.o andrà man mano ac 
costandosi, media che potrà approssimativamente considerarsi come rinteresse netto 
fisso per n periodi in corrispondenza a un interesse lordo r'. 

32. Applicazione. Applicando questo calcolo al prestito Rotschild che al 1® di- 
cembre 1815 vedemmo remlere il 3,94 lordo, cerchiamo innanzi tutto quale sarebbe 
l'interesse netto corrispondente, se quel titolo fosse perpetuo. Lo troviamo subito 
dalla proporzione •2,50:3,9443 = 2,17:3,4236 che significa anche, essere al corso 

2 50 
della rendita di .. ' ., ossia di 63,39 indifferente dire ch'esso rende con le im- 

o,U44d 

poste attuali un 3,94 lordo, come un 3,42 netto. 

33. Vediamo ora quale interesse netto corrisponda al valore che per rendere 
il 3,94 lordo dovrà avere il titolo riscattabile, un semestre prima della estinzione. 

8*8'' 

Questo valore si avrà dalla equazione surriportata x= 1, nella quale sosti- 

tucndo i concreti valori numerici, aTremo 

1,039443,1,0217 

— 1 . ej coi log 

0,0093234 



1 023 ~^* ^ ^'* log 0,01 68006 



0,0261340 
0,0101239 



0,0IS4t0l 

n=10g 1,0361 
-1 



05= 0,0361 
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34. Deesi cercare ora un interesse netto, di corrispondenza all'interesse lordo 
costante di 3,34, che sia medio fra 3,42 interesse netto per un titolo inestingui- 
bile, e 3,61 interesse netto per un titolo a 6 mesi. Vediamo p. es. se esso possa 
attualmente ritenersi presso a poco del 3,S0%. 

35. Per fare questa verifica non si ha che vedere se a 38 semestri, tempo che 
si riconobbe necessario per la estinzione del Hotschild quotato al Ionio 72, il valore 
al 3,50 netto, di un titolo amniortizzabile a 100 e fruttifero ^,17 corrisponda pre- 
cisamente a lì. Applicando la 'P formola del § 8 con la tavola di ammortizzazione 
del Grémillet si ha: 

Tav. 4' sconto dei frutti: 2,17. 20,8411=41,6822 

2,()8ill 
1 .042055 
4168-22 



45,2-25187 
Tav. 2* sconto del capitale: 100.0,27056 = 27,056 

11 valore del titolo sarà quindi di 72.28; ciò che vuol dire che a 72 esso ren- 
derà ancora qualche cosa più del 3,50 netto. E un tale interesse poi andrà, come 
sì disse, sempre aumentando fino a raggiungere il 3,61 netto: cosi che facendo una 
media potrà ritenersi che quotato il Rotschild a 72 il 1 dicembre 1875, esso avrà 
reso un effettivo interesse semestrale del 3.55 (o veramente qualche cosa meno, 
andando l'interesse crescendo accelcrataincnte, e così il suo progreiijre sarà lento 
in principio, e Tinteresse vero si troverà piuttosto tra quelli della prima che della 
2*^ metà di tempo): e detto interesse potrà quindi con suDìciente approssimazione 
considerarsi Tinteresse netto fisso di questo titolo alle sue condizioni di quell'epo- 
ca; e ne rimarrà pure in relazione anticipata alquanto la sua estinzione effettiva. 

36. Tali casi io contava fin da 10 anni addietro onde persuadere il governo ad 
estendere la operazione di conversione dei titoli ammortizzabili in consolidato, che 
allora pel modo con cui era ammessa limitarsi a quei soli che avevano un valore di 
borsa inferiore a quest'ultimo, anche a tutti quelli, e come il Rotschild erano quasi 
tutti, che sebbene quotati sopra al consolidato, pure, valutato l'onere dei rimborsi 
alla pari doveano considerarsi fruttare un interesse maggiore: ed era evidente in- 
fatti che risultando dalla nostra dimostrazione come il Rotschild a 72 oro, e in carta 
con l'aggio 10 Vo 79,20 rendesse il 3,55 netto al semestre, fosse ben conveniente 
sostituirvi consolidato che a 78,91 costava al governo solo il 2,75, ciò ch'io m'in- 
gegnai di lungamente sviluppare sotto tutti gli aspetti nella 2^ Memoria ai Lincei. 
3Ia ad onta anche della pubblicazione di articoli noi ^ià citato giornale finanziario 
e della intromissione di autorevoli personaggi, nulla fu fatto; ciò che mi porta a 
supporre che questi calcoli non erano, diciamo, creduti: ed ora siamo giunti a con- 
siderare come la più felice delle evenienze quella quando i titoli ammortizzabili e il 
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perpetuo avranno ugualmente raggiunto la pari, ciò che recherà la possibilità» so- 
stituendo ai primi il secondo, di ottenere non più un benefizio effettivo, ma un 
semplice disgravio di cassa con la soppressione dei fondi di estinzione dei singoli 
prestiti a tempo, per caricarne invece i nostri figliuoli: come facemmo con quel- 
Faltra trovata delle pensioni che, mentre nel loro complesso costituiscono eviden- 
temente un onere perpetuo, per far credere a noi stessi che avevamo il margine 
onde servir il prestito per abolire il corso forzoso, con un gioco di prestigio rie- 
scìmmo a farle comparire come debito a tempo : ma ne sentiamo già ora le con- 
seguenze nei bilanci. 

31. Non crediamo per questo che le nostre ricerche abbiano ornai a ritenersi 
destituite di ogni utilità pratica, potendo esse avere «incora applicazione sia in altri 
Stati, sia nel nostro per quei titoli nei quali, essendo l'interesse nominale inferiore 
al corrente, abbiasi ancora un corso al di sotto della pari e ciò tanto, come ve- 
demmo, per operare la conversione di debiti redimibili in debito perpetuo, quanto 
per avvisare anche ad un metodo di estinzione di quest'ultimo; di che però, stante 
la importanza e vastità del soggetto ci occuperemo in altro articolo a parte. 

38. Passiamo ora quindi, onde esaurire l'intrapreso argomento, a dire del va- 
lore di borsa di altri titoli redimibili più usitati. E ultimiamo intanto la trattazione 
di quelli serviti a periodità. considerandone il caso del rimborso non per acquisti 
ma al valor nominale, e le due ipotesi che i frutti siano computati in relazione 
oppur no all'imposta cui possono essere soggetti. 

39. Per una più chiara nozione di questi titoli premettiamo, quanto è comu- 
nemente risaputo e il calcolo che segue del resto agevolmente dimostra, che pa- 
gando a la fine di ogni periodo una somma costante 6, con la quale si soddisfi 
rinteresse, alla ragione r, su un capitale e esistente al principio del periodo stes- 
so, e si rimborsi una parte di siffatto capitale, questa, dalla quantità K cui dee ri- 
dursi nel primo periodo per produrre la costante ò, e che chiamasi 1^ qnota d'am- 
mortizzazione, si accresce ogni periodo dei suoi frutti composti: ed ecco il calcolo. 

Kf re = 6 R=6-rc 

r(c-K)-fKj = 6 K, = 6-rc + rR = R-f rK = R(l+r) = 

= Ks 

r(c - R - Rs) H- R, = 6 R, =: 6 - re -h rR( l + s) = R (l + r ^-^) = 

= Rs« 

r(c-R-R8-R8*) + R4 = 6R4 = 6-rc4-rR(l-h8 + s*) = R(l-hr?l^) = 

= R8» 

e cosi via discorrendo fino a R,j^R8""*. 
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40. Sapendosi poi che tutte le quote di ammortizzazione devono dopo gli u 
periodi di durala de! prestito avere estinto tutto il capitale e, si ha 

R(l+8 + s»+...8"-') = c k€jl1=c 

onde K=^c-^ — r; e sostituendo questo valore nella equazione di 6, 



^-«fe+O 



che sono le due formole fondamentali delle periodità, quest*uUima secondo me seb- 
bene in apparenza meno semplice, preferìbile almeno nelle applicazioni numeriche, 
a quella usata abitualmente e che vcdesi anche riportata in testa alle consuete ta- 

vole, b=c- ^ come quella che, mentre da un canto presenta più intuitivo lo 

aspetto caratteristico della pcriodità di essere la somma del fruttato con la quota 
dammortizzazione, evitando poi dall'altra una divisione, rende più spediti ed esatti 
i calcoli specialmente logaritmici quali sempre occorrono nella trattata materia: a 
divulgare i quali, diciamolo per incidenza, assai gioverebbero appositi manuali se- 
parati affatto dalle tavole trigonometriche. 

41. Volendosi ora dunque conoscere il valore di tutte queste periodità, for- 
mate sulla base di un interesse r e scontate al principio dei periodi a un altro in- 
teresse r\ varrà la 2* fcrmola del § 6, onde avremo 

^' = 6-77— 
e sostituendo a 6 il suo valore consueto, 

1-8'-** 



c' = c 



1-8-» r' 



che per la comodità di ricorrere, per la sua applicazione, ad una tavola sola, me- 
glio esprimeremo con 



r 



e = c 



1-s" 



il valore cioè dì un titolo della specie sarà dato dal rapporto fra la periodità a 
rinteresse nomimile e quella che sarebbe alFinteresse di sconto: 0, che è lo stes- 



Digitized by 



Google 



){ 2S4 )( 
so, per 



e = c 



1-8- 



ossia pel rapporto fra le periodità scontate all'interesse dato o al nominale. 

42. Prendiamo p. cs. a ricercare che valore dovrebbe avere al T gennaio 1886 
per rendere il 2 V^ netto al semestre un Buono meridionale (che si sa essere ser- 
viti con una semestralità costante al 3 \ netto, con cui si pagano gFinteressi sui 
titoli non ancora rimborsati, e si rimborsa parte di essi designati ogni semestre da 
apposita estrazione, e pagabile l'ultima semestralità il 1® luglio 1900. Siccome è 
ìndifiTerente prendere il valore di sconto in relazione a tutto il complessivo valor 
hominaie dei titoli vigenti . o al valor nominale di un titolo solo che ne è una parte 
«iliquota, avremo operando su quest'ultimo valore 

0.03 



0,02 



1 -i,02-«* 



E preniiendo numeratore e denominatore dalle apposite tavole, e precisamente dal- 
rS" del Pereire 2' ediz. (dove però sarebbe stata tanto opportuna Tapposizionc ad 
ogni cifra anche del logaritmo con cui si è ottenuta) 

' - ^"" 0,04311835 • 

E operando sulla frazione coi log di Voga 

8,716959961 
- 8,660660125 

0,056299836 = log 1.1384130 

che moltiplicato per 500 dà per valore (!i un Buono che al P gennaio 1886 renda 
il '2 Yq netto al semestre f. 569,21. Essi invece al 1^ aprile sono quotati Si7,S0 e, 
tolto il mezzo cupon, S40, ciò che vuol dire ch*essi renderanno più del 2 % netto 
semestralmente; e vedremo poi in seguito con apposita ricerca come si possa con 
quella maggiore approssimazione che si desidera calcolarne Tinteresse ofTettivo. 

43. Vogliasi ora conoscere il valore di un titolo, costituito come i Buoni teste 
veJuti, ma pel quale si consideri anche la somma pagata per imposta proporzio- 
nale sui frutti, stia poi essa a carico del creditore ovvero del debitore, nei quali 
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cioè rammortizzaziono proceda con un interesse r, e i frutti con un interesse di* 
Terso r". Operando anche qui, come facemmo al § 8 coi titoli estinguibili tutti in 
una volta , ricercheremo a parte , per un capitale 1 , o e a piacere , il valore di 
sconto delle quote di ammortizzazione, e a parte quello dei frutti. 

44. E cominciando dalle prime, si dovranno qui considerare i due casi, in cui 
lo sconto sia fatto al medesimo interesse deirammortizzazione, ovvero ad un inte- 
resse differente. 

4i). Nel primo caso infatti, la 1* quota scontata darà — ; la 2^ — ossia -- ; 

o 8 S 

la 3* -j- ossia ugualmente — , e così infine all'ultima — ;j— , uguale anch' essa 

So 8 

V 

a - : onde la somma di tutte le quote di ammortizzazione per un capitale 1 darà 

R ri 

n - , eh' è quanto dire n -^ — - - , valore che pei diversi interessi contemplati pò- 

tra ottenersi dalla Tav. &" di 6 rem ili et moltiplicando per n. 

46. Volendo lo sconto delle quote di ammortizzazione quando r ^ r', abbiamo 

IT 

1* ammortizzazione K scontata 



sR scontata 



.s' 
sR 



8' 



.'i 



s*R scontata — rr- 

«'3 



s"~*R 
penult. » s'^-^R scontata —fj^T 



ultima n s*''R scontata 

E sommando tutte queste quote : 



8" 

5*-«R 






_S 8' 8-8' 



_„ 8* -8'» K 8*-s"* K / 6*\_b-r/ 8"\ 

8'"(H- r - 1 - r') r-r* s'» r'-r\ 8'«/~r'-rV s"*)' 

E Sostituendo a s" il suo valore mediante quello, già noto, di fL=-^ , onde 
8*K - K = r ; 8**R = ?• + R ; 
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r +R r+ò 



la somma degli sconti delle ammortizzazioni sarà data da 



r'-r 


■ r'-r 

r 
- r< f> 


p' r 
-r r'-r 




r 
r'-r~ 



formola più semplice di quella da me data altrove , e che per la somiglianza al- 
l'altra veduta al § 41 ha pur il vantaggio di utilizzarne i risultati agevolando in 
ispecial modo la costruzione di apposite Tavole pei diversi interessi , che riusci- 
rebbe d'incontestabile utilità. 

47. Per fare ora il calcolo dello sconto dei frutti, ci vorrebbe un' analisi un 
poco lunghetta : ma ad abbreviarla mirabilmente potrà valere la seguente consi- 
derazione. Questi frutti cadendo sempre sul capitale originario diminuito man mano 
della parte di esso successivamente ammortizzata, che vedemmo teste rappresen- 
tarsi da altrettanti fattori del capitale medesimo , dovranno , scontati e sommati , 
essere essi pure un fattore di detto capitale moltiplicato per una data quantità X. 
II valore di sconto di un Titolo ammortizzabile in siffatte condizioni potrà dunque 
sempre essere rappresentato da una formola cosi concepita 

c' = c9' + r"cX 

ove q' rappresenterà le singole quote d'ammortizzazione risultanti dallo sconto. 

48. Ora questo X essendo in relazione necessaria con q' (perchè a seconda 
delle somme che si ammortizzano variano i frutti delle somme che rimangono an- 
cora non ammortizzate) esso non varierà pel variare dei valori di i*", e dovrà quindi 
risolvere l'equazione anche quando r"=r'. In questo caso però, dell'interesse netto 
nominale uguale all'interesse di sconto, è evidente che il valore di sconto del Ti- 
tolo dev' essere uguale al valor nominale ; avremo quindi 

e = cg' + r'c X 

I—o' 
da cui X = —r-. E, come abbiapi veduto, dovendo questa condizione verificarsi per 



Digitized by 



Google 



)( 2S1 )( 

ogni valore di r" da cui essa è indipendente, cosi avremo la seguente formola uni- 
taria, generica per ogni Titolo ammortizzabile regolarmente costituito (e alla quale 
inratti riduconsi anche i Titoli a scadenza unica con la formola di che al $ 8): 

c' = c(q' + r"^?^) 

che come già vedemmo al detto § 8 potrà meglio esprimersi 

e volendo abbracciare anche i possibili casi che per ogni unità del capitale no- 
minale sì corrisponda una quantità p di premio, e che le ammortizzazioni si sod- 
disfino, come una volta per molti nostri Titoli a Testerò, con un aggio a sul Ti- 
tolo rimborsato ed annesso cupon : 

r" ( r") 

i? = p- + 9|P + a(l+r"+p)+l-pr[ 

eh' è quanto dire : il valore di borsa unitario di un Titolo ammortizzabile, frutti- 
fero periodicamente ,. essere uguale al rapporto dell* interesse effettivo con Y inte- 
resse di sconto (che dà il valore corrispondente del Titolo perpetuo) più il pro- 
dotto, dello sconto delle ammortizzazioni, con la differenza fra il capitale nominale, 
premi ed aggi pure unitari, e questo rapporto. 

49. Ritornando dunque allo sconto dei frutti per Titoli costituiti come i Buoni 
Meridionali, esso, come in genere per tutti i Titoli ammortizzabili , sarà dato dal 
prodotto della ragione dei frutti medesimi per il rapporto fra l'unità diminuita dello 
sconto delle ammortizzazioni dei Titoli e la ragione di sconto ; e sommando lo 
sconto delle ammortizzazioni con lo sconto dei frutti si avrà r intero valore effet- 
tivo del Titolo. 

50. Applicando p. e. la formola ultimamente trovata ai Buoni in parola con- 
siderati come fruttanti al netto Tinteresse nominale r , ci sarà dato riconoscerne 
la esattezza, in quanto la vedremo, ridursi a quella stessa veduta al § il dove il 
frutto era appunto considerato indipendentemente dalla imposta. E infatti ecco le 
modificazioni che subirà la formola suddetta, cosi concepita 
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51. Passiamo ora a considerare il caso molto frequente nel quale, le ammor- 
tizzazioni compiendosi annualmente, i frutti invece si paghino semestralmente, come 
di solito nelle obbligazioni ferroviarie ; le cui formolo vennero da me già svilop- 
paté nell'Opuscolo citato al § 4, e che qui presenterò alquanto sempliflcate. 

52. E limitandoci, come si è visto, a cercare il solo sconto delle N quote annue 
di ammortizzazione ad un interesse di sconto semestrale , avremo la seguente 
serie di dette quote, scontate al solito a un interesse semestrale t'\ 

1* ammortizzazione R -r; 

8'* 

3' » R-j?i 



(N-1*) » K;;,^^ 



«N-8 
8' 
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le quali sommate, cominciando dairultima, daranno 






8 S' 2N 



2 
^ 1 

8 



1--!!!- 1 -il. -il 



1 -f f * + 2r' - 1 - r r'(24-r')-r 



formola identica a quella veduta pei Buoni al § 46, ove sostituiscasi a T''-ry{2^-{-r')-r 



rN 



® *"mì» -ton ; onde avremo anche per le obbligazioni ferroviarie, e convertendo 

8 8 



n 



per uniformità gli N anni in -z semestri , la seguente formola per lo sconto seme- 
strale delle annue ammortizzazioni, essendo n numero pari 



r 






r' r'(2 + r')-^ r'(2 + r')-r 
/ - 8-« 

53. Merita poi qui tutta la considerazione una singolare ed elegante sem- 
plificazione di questa formola, quale io già accennai nel citato Opuscolo, pel caso 
in cui rinteresse semestrale di sconto si faccia uguale all'interesse annuo di am- 
mortizzazione, pel caso p. e. in cui si volesse sapere il valore di una obbligazione 
ferroviaria ammortizzantesi al 3 % annuo, ove se ne facesse lo sconto al 3 Vo se- 
mestralmente. 

54. Riprendendo quella formola ove la lasciammo a seguito delle operazioni 
sviluppate nel $ 52, e sostituendovi r , 8 al luogo di i^ , s', una breve analisi ci 
darà il seguente risultato 

, ^ 8«N ^ ^ SN r SN-I 1 1 

g' = K-7r r = K 



r(2 + r)-r r(2 + r-l) sN-isNr(l + r) sN+i !t+i 

8* 

formola analoga alla già veduta al $ 8 pei Titoli ad ammortizzazione unica ; e che 
porta a questo inaspettato ravvicinamento, che un* obbligazione ferroviaria fi*utti- 
fera p. e. ri,?6Vo nominale netto al semestre, e ammortizzabile al 3Vo annuo, 
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scontata che sia pure al 3 Vo nia semestrale, a 30 anni dalla sua estinzione, dovrà 
avere Io stesso valore di un Titolo, ugualmente fruttifero degli stessi interessi netti 
semestrali dell* 1 ,20 nominale e del 3 % eifettivo , ma rimborsabile per intero al 
nominale fra 31 semestri: esempio di parità di Titolo che non so se sia ancora 
stato avvertito, e che potrebbe meritare studio cosi per il calcolo astratto, come 
por le sue applicazioni. 

55. Una tale possibilità di semplificazione dovrebbe intanto concorrere a far 
preferire le formolo per le obbligazioni ferroviarie, da me proposte 



'-4'M-f)^ 





=r 


1 


r 




q' 


-s' 


n 




r' 





r' 



r'(2 + r')-r r'(2 + r')-r 
1-8'-» 

a quelle che leggonsi nella 2* edizione delle Tav. Pereire alla pag. 23*, e che 
io riporto ridotte alle mie lettere 



, 1-8-N 

c' = c . = o 



»— N 



1-8 






con le quali vien dato Y interesse di sconto non semestrale ma annuale , con la 
erogazione pei frutti eh* è annuale per la prima, semestrale per la seconda. 

56. Come per un* altra considerazione ancora riterremmo preferibile al calcolo 
dell'inleresse ad anno quello a semestre , più corrispondente anche , pel più dei 
Titoli, alla vera realtà delle cose (e meglio ancora sarebbe a trimestre, quando 
per siffatti periodi seguisse, come molte convenienze consiglierebbero, la effettiva 
riscossione dei frutti) ; in quanto cioè con esso si rendono più approssimati i cal- 
coli abbreviativi degli interessi negli intervalli di periodi senza dover ricorrere ai 
laboriosi calcoli dell* interesse composto continuo ; argomento questo che merite- 
rebbe però una trattazione speciale , cui se il tempo non mi farà difetto non la 
scerò di dedicarmi. 
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57. E non fa d*uopo del resto di nuovamente avvertire al sommo vantaggio 
che presenta la formola generica da me proposta al § 48 e testé ripetuta in prin- 
cipio del S SS, di rendere possibile, nel caso frequentissimo di frutti colpiti d*im- 
posta proporzionale, il valutare tanto il complessivo periodico carico percentuale 
del debitore cui incombesse sodisfarlo, quanto il frutto netto che tocchi al credi- 
tore, nei caso che a questo se ne sia contrattualmente addossato l'onere: a che 
infatti le formolo di Pereire non rispondono minimamente. 

58. Passiamo ora a dire di altra specie di Titoli più usitata , e che potremo 
denominare Titoli a serie , nei quali alla fine di ogni periodo si ammortizza una 
parte aliquota del capitale , ossia per un capitale 1 e per un numero di periodi 

n, -. Limitandoci anche qui, per quel che dicemmo al § 47 e seg. , a ricercare 

il solo valore delle quote di ammortizzazione scontate al solito interesse periodico 
r, e procedendo quindi allo sconto graduale di tutte queste quote, dall'ultima a n 
periodi passando alla penultima a n — 1 periodi , e cosi via discorrendo fino alla 
prima a un periodo, avremo il valore di q' dato dalla seguente progressione geo 
metrica : 

1 - 8' -* 



nV8''*^8"*-« 8' / n 8'-l 



nr 



59. Nel caso poi che si volesse qui pure Io sconto semestrale di Titoli a serie 
i cui frutti si paghino a semestre , mentre le estrazioni e conseguenti rimborsi 
delle serie si elTettuano ad anno ecco il tipo del calcolo , analogo a quello che 
vedemmo al § 52 per le obbligazioni ferroviarie ad annuita : 

,^c / 1 1 J„ . J^Vl/'i-4.-i_4. J./JL'i- 

' ""N \8'2N'*"8'2(N-1)'^-- 8'* 8'*/ N W^N "*" 8'«N-2 "^ — 3/4"*" g' X / " 
J_ ,, 1_ l« JL 

"N ~^^ ""T t+r'* + 2r'- I^X r '(2 + r') ' 

E sostituendo a N numero degli anni il suo valore per mezzo dei semestri , 

. n 

ossia -- 

60. É questa la formola adoperata per calcolare , come feci nel n^ 38S della 
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già citata Gazzetta dei Prestiti, a quel saggio avrebbe dovuto il governo emettere, 
come fece sul finire del 78 , le obbligazioni del Tevere a serie annue perchè gli 
portassero un carico semestrale uguale a quello che avrebbe portato la emissione 
di Consolidato 8% ^I corso del giorno. E valutato questo a 81,46, corrispondente 
a un interesse semestrale di sconto del 2,66 netto Vo ? 6 considerando che quelle 
obbligazioni erano rimborsabili a quote uguali entro SO anni, ne deducevo che per 
rappresentare a quell'interesse il maggior carico (rispettivamente al portatore il 
maggior vantaggio) del rimborso a 100, avrebbe il governo (giusta anche la con- 
saputa formola del § 48) dovuto fissare per la emissione un aumento sul valore 
del Consolidato di 

1 — 1 02fi6"*<>® 1 1 
(100-81,46) ^;^^gg ^ ^^^=18.54.0.34414 = 6.38; 

mentre essendosi contentato di un aumento di sole L. 4,05, se n*ebbe una per- 
dita del ^,33 Vo sul capitale nominale emesso. 

61. Ed è su questo esempio, e scaltrito anche dalle precedenti prove opera- 
tesi nelle emissioni, assai più disastrose, delle obbligazioni demaniali e dei tabac- 
chi , eh' io insistevo sulla convenienza di preferire , insino a tanto almeno che il 
mercato non mostrasse di maggiormente favorire i Titoli ammortizzabili, la emis- 
sione di rendita perpetua a quella delle progettate obbligazioni ferroviarie. 

62. Chiamai disastrose quelle due emissioni ; e quanto alle obbligazioni dei 
tabacchi, ammortizzabili a SOO con 30 estrazioni semestrali, e fruttifere al 3% 
semestre lordo, sta a provarlo Io stesso calcolo con cui il Ministro delle finanze 
accompagnò la sua Relazione giustificativa del 3 1 agosto 69 (calcolo che sotto altra 
forma più complicata riesce poi alla nostra medesima formola) , sempre quando 
però, come deesi fare per avere Teffettivo carico del governo, vi si sostituiscano 
agli elementi di fatto ivi addotti, della emissione a 410, e del rimborso a SOO col 
frutto semestrale a 13,02, quelli della emissione a 37o,53 (risultante dairelTcttiTO 
ricavo, netto di spese, di Li 178,000,870 ripartito sulle 474 m. obbligazioni) e del 
rimborso a 501,25 e del frutto a 13,04255, come risultano tenuto conto del 2%% 
di commissione che con l'art. 9 della convenzione 26 luglio 68, e senza calcolare 
le spese di rimesse e di cambio, gli assuntori si assicurarono per il servizio del 
prestito in parola. 

63. Posti questi elementi, e supponendo che con essi Tenere delle finanze ri- 
sultasse del 5 Vo al semestre, si avrebbe per valor di emissione, giusta le formole 
date ai §§ 48 e 58 e prendendo dalla Tav. 7* di Perei re il valor di 



1 — 1 05"5<> 
9'=— ^1^=15,3724510 



13.04255 



S^/'^nioM t3,04255\ 15,3724510 ^ 
X = 260,85 1-1-240, 399.0,51241503 = 260,85 -f 1-23,18 = 384,03 
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il che signiflca in definitiva che In emissione delle obbligazioni dei tabacchi a meno 
di r)84,03 avrà rappresentato al governo un onere anche superiore al 10% annuale. 

64. Non ci diffonderemo pur maggiormente , trattandosi di obbietto più finan- 
ziario che matematico, riguardo al calcolo della emissione delle 420 m. obbligazioni 
demaniali, rimborsabili in 15 serie annue a SOS e fruttìfere al 2V2 % semestre 
lordo ; bastandoci solo avvertire come, corrispondendo, riportata al 1® aprile 65 , 
la emissione fatta in riguardo al pubbHco a 391,31 col godimento dal l"" ottobre 
precedente, pressapoco a 378,15 (senza contare la cosi detta cartella di godimento), 
questo valore appunto per combinazione emerga dalla formola per le obbligazioni 
a serie annue quale il risultato di uno sconto parimenti al SVq 8emestrale,^,come 
dalle seguenti operazioni ; 

1262,S0^/„.» 1262,50 \ 15,3124510 .„^ ,, 
—5— + V^^ - —5—; 30,1,025 = "^'^^- 

65. Onde ben maggiore di quel 5 % semestrale dovè risultare l'effettivo carico 
delle finanze avuto riguardo all' effettivo introito di 150 milioni contro un obbligo 
di restituzione assunto per L. 212,100,000 che porta un valore unitario per obbli- 
gazione, di 351,14. Ed è dunque anche qui il caso di domandare, come facemmo 
al § 36 a proposito della trascurata conversione in rendita perpetua dei Titoli am- 
mortizzabili : se lo Stato avesse ben curato siffatti calcoli di sconto composto , si 
sarebbe egli cosi facilmente rassegnato a emettere a un tasso cosi usurarlo obbli- 
gazioni cosi ampiamente garantite? E la ragion di dubitarne si rivela anche nel 
modo affatto empirico col quale la già citata Relazione 31 agosto 69 annuncia es- 
sersi determinato il tasso minimo dagli assuntori delle Demaniali garantite al go- 
verno in un 11 Vo <)i più del corso del Consolidato al momento della emissione ; 
onde legittimo il nostro desiderio che i calcoli di sconto composto abbiano nella 
Ragioneria dello Stato ad acquistare una maggiore importanza, e che ai calcoli 
stessi sia dato e negli studi e nelle scuole un più sicuro ed uniforme indirizzo. 

66. Ed ora due altre sole osservazioni a dimostrare sia la intrinseca preferi- 
bilità del metodo di sconto composto da noi seguito, sia anche l' estrinseca sua 
maggiore attitudine a raggiungere con la forma da noi datagli dei risultati esatti ; 
e poi finalmente chiuderemo. 

67. Nella mancanza sino ad ora verificatasi di formole semplici e diffuse che 
aiutino Toperatore in questa sorta di calcoli (mancanza attribuibile forsanco al con- 
cetto superficiale che uno si fa: sfuggire i valori di borsa dei Titoli a qualunque 
legge di calcolo per non regolarsi che sul fatto delle domande e delle offerte e 
sulle mutabili eventualità economiche e politiche che regolano il mondo finanzia- 
rio), per siffatta mancanza dunque dovette naturalmente il pubblico, se volle farsi 
un' idea del profitto del carico periodico corrispondenti a ogni Titolo, appigliarsi 
a procedimenti sbrigativi; e uno di questi si è quello comunemente detto della 
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media scadenza (cui vedemmo appigliarsi anclie la benemerita Commissione per la 
sistemazione del Debito di Firenze) metodo col quale si pretende calcolare il valore 
d*un Titolo su la base dcirepoca in cui metà del capitale nominale attualmente vi- 
gente si troverà ammortizzata, venendo cosi a parificarlo a Titoli serviti, fino a 
quella scadenza col solo frutto, e quindi ammortizzati tutti in una volta, dei quali 
diedi la formola al § 8. Ma è questo un metodo del tutto arbitrario; e poiché con 
esso, come ci contenteremo prescindendo per brevità dal ragionamento generico di- 
mostrarlo praticamente con un esempio, il creditore viene a ricevere meno di quel 
che gli spetta, mi pare dovrebbe essere onninamente abbandonato. 

68. Supponiamo di avere un Tìtolo da 500 fruttifero nominalmente all'I ViV^ 
semestrale e servito in 50 anni ad annuita 3 %. Per sapere dopo quanto tempo si 
sarà estinto metà del capitale nominale complessivo, chiamato x questo tempo, 
avremo dietro quanto vedemmo al § 40 



2s«^ = 8* + 1 




8**- 1 



,a._ s'' + l l0g(8»+1)-l0 g,2 

8 — — \Xj — '■ • 

2 log 8 

E sostituendo le cifre 

_ l og.(l,03^<>-fiHog.2 ^ log.K,3839 060 2-log.2 _ 0,131091 49-0,30103000 ^ 
®" log.1,03 log.1,03 ^ "' 0,01283122 



9.63353642 
0,43006149 E coi log. - 8,10846915 



0,01283122 



log.a? = 1,52506121 =log.33,502 anni. 



Onde la media scadenza di quel Titolo diremo ossero trai 66 e i 68 senaestri, di- 
ciamo addirittura 66, con che per gli effetti dello sconto il valore assegnatogli ri- 
sulterà anche maggiore di quello portato dalla vera media scadenza. 

69. Il valore di quel Titolo scontato al 3 % con tal sistema sarebbe dunque 
I|? + (500-^)l,03-«« = 250 + 250.0.1421488 = 250 + 35,54 = 285,54. 
Col mio sistema invece, veduto al § 54, esso valore sarebbe risultato dalla espres- 
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sione 

250 + 2S0. 1 ,03-" = 250 + 250.0,2214632 = 250 + 55,31 = 305,31 

con una differenza in più, di f. 19,83 dal valore precedentemente trovato sul si- 
stema della media scadenza: il che prova evidentemente la preferenza da accordarsi 
al mio sistema per ottenere dei risultati più giusti. 

70. Ed ora vediamo come anche per la forma da noi data alle operazioni 
inerenti a questi calcoli riducendole tutte a operazioni di sconto composto, sempli- 
ficate mercè le formolo delle progressioni, sia meno facile di quel che appiglian- 
dosi ad altre analisi più lunghe e complicate, il cadere in errori materiali. È quello 
p. es. che temiamo sia accaduto al Sig. Onorio Scardi in una del resto prego, 
volo sua ricerca dedicata al Prof. G a ssani Sopra un caso di ammorlamenlo (Ve- 
nezia. Àntonelli 1883) e diretta alla soluzione del seguente problema, di por- 
tata veramente più teorica che pratica, e dove io mi permetterò soltanto di cam- 
biare alcune lettere per non ingenerare confusione in quelli dei lettori (e temo sa- 
ranno pochissimi) che mi avranno seguito fin qui. 

71. Problema. Yuolsi restituire un capitale e, in un numero n, pari o dispari, 
di rate uguali, in guisa che la 1* rata venga pagata subito ossia trattenuta sul 
detto capitolo alla consegna dello stesso, la 2^ rata dopo p periodi dalla prima, la 
terza dopo v periodi dalla seconda, la quarta ancora dopo p periodi dalla terza, 
la quinta dopo v periodi dalla quarta, e cosi via, essendo r Tìnteresse di un pe- 
riodo per ogni lira qual si capitalizza alla fine di ogni periodo. Trovare il valore X 
di ciascuna di queste rate. 

72. Il Sig. Scardi risolve questo problema coli* analisi dei successivi mon- 
tanti del capitale e degFinteressi accumulati ad ogni scadenza di rata, e dei resi- 
dui derivanti dalla deduzione dai montanti delle singole rate pagate, Tultimo od n^ 
dei quali esso fa uguale a 0: e nella discussione della ipotesi di n pari riesce a 
un'equazione in X che punto non differisce da quella da me ottenuta col metodo 
dello sconto composto. Ne differisce invece quella cui riesce nel caso di n dispari; 
onde stimiamo opportuna una breve esposizione del modo da noi tenuto, che come 
più intuitivo e spedito crediamo anche più atto ad evitare errori e perciò tanto più 
da preferirsi. 

73. Poniamo innanzi tutto sott'occhio il quadro del valore che avranno tutte le 
rate, scontate ohe siano, compresa la prima che pagandosi all'atto rimarrà tale 
quale, e calcolato per le altre il numero di periodi che da questa la separano, fa- 
cendo per brevità p + v = flf 
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rate pari rate dispari, 
rata I* a periodi suo valore scontato X 

» 3» » g X-pr 

» 4' » p + g Xjp^ 

» 5* » 2g X^ 

» 6' » p + 2gf ^;F1*" 

» 7« » 3j^ X^ 

> 8» a p + 3g ^?Hir 

» 9» » 4g X^ 



«« n-3 V 1 



2 



1» .n-3 ^ 1 

» n-1' » P+—r—g X 



8--' 



8 

8 * 

74. Cominciamo a sommare tutte le rate dispari a partire dalla più lontana. 
Avremo : 

^ L. 

\» » « « / 8 » (8» - 1) 
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Analogamente la serie delle rate pari darà : 



/ 1 . 1 . 1 . 1 \__ 1 / 1 1 1 A 



1 
Sf- 



w— 1 n— 1 

_T 1 »«' _v 1 8* -1 _v g* - 1 

E la somma di entrambe le serie ossia di tutte le rate porterà : 

Itifl Urla 

8 » "-1 ^ 8 » -1 

Per ridurre le 2 frazioni a un medesimo denominatore moltiplico per s* i ter- 
mini della prima e per s^ quelli della seconda e ottengo 

n+I w+ly 

/[ « -8P + 8 » -f ^ 



8 * (8<'-l) 



da cui la formola finale 

8 » -8" + 8* -S" 

7S. La formola Soardi, fatte le sostituzioni delle lettere s ad /i, p ad r, a 
r+v e fi!— p a « era invece 

X = C8 * 






= C8 • 






onde moltiplicando numeratore e denominatore per 8** si à 



X = C8'"» 



"-'- 8» - 1 



8**^^ _8''+8* « -8»P 
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da cui scorgesi subito una differenza fra le due formole, avendo la mia nel deno- 
minato 



! 8-^'- 



e quella del Sig. Soardi 






76. E da una ulteriore analisi che lasciamo al paziente lettore di compiere da 
sé, se ne avrà voglia, vedrebbesi pure come non possa nemmeno la detta formola 
derivar da quella che immediatamente la precede e che qui riporto con la sua man- 
canza di segno, in qualunque modo questo si volesse supplire 



:CS 



'"-^" Si7 - 1 



2 



w— 1 (n--i)p^(n^.l)(g~j)) 

8 « - 1 + S » -S^ 



e come alla sua volta né l'una né l'altra possa avere per punto di partenza la 
2* progressione cui accenna Fautore, avente per 1^ termine 8^, per 2® »"*+*, e per 
ultimo 



s * * , 

mentre questa non sarebbe neanche una progressione, e la vera progressione (quale 
sola potrebbe infatti applicarsi al 3^ residuo da lui dato, e più chiaramente a un 
residuo l"* o 9^ cui si spingesse Tanalisi) darebbe invece, accostando i termini delle 
2 progressioni 

che fatto uguale a zero riesce veramente a una formola identica alla mìa. 

17. Senza dare però grande importanza alla cosa mi pare che non sia atteg- 
giarsi a soverchia pretesa il far semplicemente rilevare il sommo vantaggio che e 
alla scienza e alla pratica ridonderebbe dall'adozione di un metodo unico, quello 
che fosse riconosciuto il più semplice, per la risoluzione delle ricerche del genere 
di quelle delle quali mi sono occupato. 

78. E si limitassero qui le divergenze e i contrasti noirapplicazione di questo 
ramo deiraritmetica commerciale! Ma si può dire non siasi e in Italia e all'estero 
presentata operazione finanziaria, senza che si vedessero (roescolandovisi anche il tor- 
naconto e la passione) pullulare per incanto calcoli d*ogni generazione, Tudo dei 
quali dicea bianco e Taltro nero, con poco guadagno invero del credito degli studi 
matematici. 
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Yedansi p. es. le dispute insorte a riguardo delle operazioni di conversione del 
Prestito nazionale, di liquidazione del Prestito di Firenze, di emissione delle obbli- 
gazioni tabacchi, Tevere, ferroviarie, di che in parte già toccammo: vedansi anche 
in Francia quelle a proposito della emissione del 3 % ammortìzzabile , e poi so- 
stengasi ancora non essere più che opportuno necessario che abbiasi anche qui a 
creare quella unità di misura che la frequenza di siffatto genere di contrattazioni 
Ta rendendo al giorno d*oggi sempre più indispensabile, a fare del calcolo qual- 
che cosa di superiore alle transitorie e interessate convenienze. 

19. Lusingandomi però che nel presente mio lavoro possa taluno riconoscere 
risultati non del tutto spregevoli sia per Tincremento della scienza dei numeri sia per 
la utilità delle pubbliche e private finanze, piacemi un momento nutrire la illusione 
che i lettori mi sapranno grado della qualsiasi fatica da me intrapresa, in loro ser- 
Tìgio non solo, ma pur nello intento, che io credo nobile sempre, di sottrarre al 
domìnio del caso e delFarbitrio e sottoporre alle leggi fisse del calcolo una serie 
sempre più ampia di fenomeni, e dei meno facili a regolarsi quali sono gli econo- 
mici: dichiarandomi del resto sempre pronto a porgere tutti quegli schiarimenti e 
rispondere a quelle osservazioni che io sarei anzi ben lieto di aver provocato. 

80. Mi riservo poi in prossimi lavori di esaurire possibilmente siffatta materia 
trattando : 

1^ del valore dei titoli negrintervalli di periodo, con discussione sulla pre- 
ferenza da accordarsi alFinteresse continuo o al discreto: 

2^ della formola generale per trovar Fìnteresse corrispondente al valore di 
borsa di qualunque titolo a qualunque sia epoca: 

3^ della estrazione o riduzione del Debito Pubblico, tenuto conto del con- 
corso che vi presta il benemerito Consorzio Nazionale. 

Ciò sempre quando mi sia continuato Y autorevole appoggio di si apprezzato 
Giemale, né la sc^Crsezza del tempo e degli aiuti (compresi quelli che mi verrebbero 
da una maggiore cooperazione del pubblico e dei dotti) mi facesse per avventura 
arenare alla metà del cammino. 

Roma 5 Maggio i886. 
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TEOREMI SULLE FORME BINARIE CUBICHE 

E LORO APPLICAZIONE GEOMETRICA 
NOTA 



DI 



GABRIELE TORELLI 



1 . In una ricerca sulle equazioni dìfTerenziali mi sono imbattuto nella seguente 
quistione algebrica: 

Se dalle due date cubiche 

m = moO?» + triiCc^y + m^ocj/* + m,i/» 

per mezzo del parametro X si ricava Faltra 

wi + Xn = (wio + Xno) x» + (m, + Xn,) x *i/ + (m, + Xn,) ooy^ + (nij + Xn,) y», 

quale è la condizione necessaria e sufficiente , affinchè sia possìbile determinare X 
in modo che la cubica mi^^n abbia con un*altra cubica assegnata 

a = aocc' + flificV + a^xy^ + a^y^ 

due radici di comune? 

La soluzione di tale questione mi ha condotto ai seguenti teoremi: 

Teorema I. Dinoti. 

(i' = d'^ + 3d\xhf + 3d'^x)y^ + d'^y* 

Tevettante del discriminante della cubica 



d = 



y' 


-3ajj/« 


3aj»y 


~a>* 


Oo 


0, 


o, 


Ci 


«lo 


n»! 


m. 


wi» 


n. 


«1 


«1 


«8 



= dja;» + ìd^hf + 3d,a^» + doV». 
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ed I riavariante di 2^ grado del sistema delle due cubiche a , d' 

(aod'3 - Cjd'o) - ((l^d'^ " a^d\). 

Se 1 = 0, esiste un valore di X pel quale le due cubiche m+Xn ed a hanno 
due radici di comune e reciprocamente. 

Teoresa II. Posto che sia verificata la condizione 1=0, le due radici che le due 
cubiche a ed m+Xn posseggono in comune appartengono alVhessiano 

h = hoX* + 2h4xy + h,y« 

della cubica d; e ta rimaìiente radice della forma a appartiene al covariante del 
sistema (a,d) di /** grado nelle variabili^ di 2'* grado nei coefficienti di d, e di 
y° grado nei coefficienti di a 

(3aoh, H- a,bo - 2^^hi) x + (a,hj + 3asho - Sa^h,)?/ ; 

e la radice restante della forma m + Xn appartiene al covariante del sistema 
(m+Xn,d) che s'ottiene dal precedente mutando i coefficienti di a in quelli di 
m+Xn (•). 

Reciprocamente: se la cubica a ha due radici in comune coWhessiano di d, 
esiste un valor di X che fa acquistare ad m+Xn queste due radici. 

Teorema III. Dinoti h^hQX^-^-kiXy ¥k^y^ il covariante di 2^ grado nelle va- 
riabili, e di 2^ grado nei coefllcienti del sistema delle cubiche (a, d) 

(3aod4+M5--2aidj)a5*H-(3aoda-a|d4+3a3d8-a,d,)a3j/+(a|do+3a,dj-2(72d4)2/* 

ed J rinvariante di 2^ grado k^h^ + k^hQ-k^ht del sistema delle due forme qua- 
dratiche hy k. Se 1 = 0, esiste un valore di x pel quale le due cubiche m + Xn ed 
a hanno due radici comuni, e reciprocamente. 

La interpretazione geometrica delle suesposte proposizioni conduce agli altri 
teoremi : 



C) Questo teorema è caso particolare di relazioni molto più generali che ho rin- 
venute in altre mie memorie : Sul sistema di piii forme binarie cubiche. Rendiconto 
della B. Àcc. di se. fis. e mat. di Napoli. Ottobre 1885 oppure Annali del B. Isti- 
tuto tecnico di Napoli Voi. III p. 25 ed Alcune reìajsioni fra le forme invarianiive 
di un sistema di binarie. Rendiconto della B. Àcc. di se. fis. e mat. di Napoli. 
Giugno 1886. 
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Teorema IY. Date tre terne di elementi (MoMiM,), (NoNfNi), (AoAiA,) di una 
forma geometrica fondamentale di 1' specie, sia (DoD^Dj) la terna conjugata ar- 
monica rispetto alle tre date. Si cerchi di ognuno dei punti D il conjugato armo- 
nico rispetto agli altri due, e sieno D'q, D'^, D'^ i punti che cosi si ottengono. Se 
te due terne (AoAjAj), (D'o, D\ , D',) sono covjugaic armoniche fra lorOj esisle una 
terna deUHnvoluzione cubica individuata dalle due teme (HoUiH^), (NoN^N^) che 
ha colla terna (k^k^k^) due elementi in comune^ e reciprocamente. 

Teorema V. Ognuno di tali elementi comuni determina colla terna (DoDiD^) 
un gruppo equianarmonico; e reciprocamente se la terna (AqA^Aj) ha due ele- 
menti, ciascuno dei quali determina colla terna (DoD^D^) un gruppo equianar- 
monico, esisle una tema della involuzione cubica (MoM^M^) (NoN^Nj) cui appor- 
tengono questi due elementi. 

Teorema VI. Indichino HqHi i due elementi ognuno dei quali insieme alla tema 
(DoDfDs) costituisce un gruppo equianarmonico, e EoR| dinotino i due elementi 
per ciascuno dei quali le coppie di elementi armonici di 2^ ordine rispetto alle terne 
(A^AiA^) (DoD^Dt) si separano armonicamente. 

Se HqHi separa armonicamente (RoKf), esiste una terna deWinvoluzione cy^ 
bica individuata da (MoM|M,) (NoN,Nj) che ha colla terna (k^k^k^) due elementi 
in comune, e reciprocamente. 

Nei successi?i paragrafi di questa nota io dedurrò prima il risultato analitico, 
indicherò poi come la traduzione geometrica di esso dia luogo alle enunciate pro- 
posizioni geometriche, ed infine mostrerò come si può pervenire a queste con un 
ragionamento puramente sintetico, il quale costituisce un mezzo di arrivare al pri- 
mitivo risultato senza bisogno di calcoli. 

2. Si sa che le condizioni necessarie e sufficienti affinchè le due cubiche a, 
ed 771 + Xn ammettano due radici in comune sono due fra lo equazioni che s'otten- 
gono eguagliando a zero i determinanti della matrice 



a^ a^ a^ a^ 

Oo a^ a^ Os 

Wo + Xno m, + Xfi, m, + Xn, m, -i- Xn, 

fWo + XtIo m, + Xn, m^ + X??, m, -h Xmj 



Eliminando X fra due rli queste equazioni si ottiene la condizione necessaria e 
sufficiente affinchè esista un valore di X tale che faccia acquistare alle due cubiche 
a ed m'\'\n due radici in comune. Immaginiamo scritte le cinque equazioni che si 
ottengono sopprimendo ordinatamente la S^, 4% 3*, 2*, P colonna dalla precedente 
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matrice, decomposti poi i Tcirii determinanti a linee complesse in somme di deter* 
minanti a linee semplici, e Analmente ordinate le equazioni risultanti rispetto a X. 
Se moltiplichiamo la '^•, 3*, 4' e 5' equazione ordinatamente per -Wj, «, , -n^, no 
e sommiamo otteniamo Fequazione 



(0 



Oo a, 0, a, 

Uq a, Ui a^ 

Ho tii n, w, 

»o «I w« w« 

Wlo Wl| Wj Wlj 



«0 CD, a, a, 

Oo tti a, a, 

wio wii WI2 Wa 

tn^ iTii 971] tnj 

»o Wi w« »*8 



= 0. 



Se invece moltiplichiamo la 1*, 2*, 8* e 4* equazione ordinatamente per Wj, -tWj, 
Wf . -m^ sommiamo, e sopprimiamo il fattore X, deduciamo l'equazione 

1 ao a, aa a, 



(2) 



^0 ^1 ^'t w, 
rio n, Wf Wj 
mo wi, rw, wtj 



X- 



ao Oi 0, ttj 

(7o a, Qi a^ 

WI0 w, wi, w?3 

Wo wij Wj wij 

t?o r?4 Wj Tij 



= 0; 



e poiché le (1) e (2) sono indipendenti possono essere sostituite a due delle cin- 
que equazioni primitive, laonde la eliminata richiesta è 



ao a, Ot a, 

ao Oi a, a, 

rio ^f ^2 ^s 

rio fiq ^t ri, 

rWo rni tn^ m^ 

a^ a^ a^ a^ 

Oo Oi as a, 

mo mi f7i| m^ 

r^o r7i| f7i2 m^ 

f?o n, n, n. 



a© «I Oj 0, 

tto a, a, a, 

9710 THi mt tn^ 

Wo w, WI2 wi, 

Wo n, Wj w, 

^0 ^1 ^s ^s 

tto a, Oi a^ 

no rtf 9it ri, 

no Ih ^t ^» 

nio ni| nis ntg 



VCL. XXIT. 
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Portando nei primi fattovi dei due membri le 3* linee al 2** posto, e nei se- 
condi fattori portando le 2« e 4® linee rispettivamente al 1® e 2^ posto, e svilup- 
pando dopo di ciò ognuno dei quattro determinanti secondo i minori delia matrice 
costituita dalle prime due linee si ottiene 

(3) 

^(Oom,) (/o - (aoW^i) di + (a^w,) d^^ x ((ri^v^) d, - (a^n^) d, -f (r/^t?,) d,^ . 

dove d^, d^* d^, d^ dinotano ordinatamente i determinanti che s* ottengono dalla 
matrice 



flo «1 «2 f's 



sopprimendo la 1*, la 2", la 3% la 4' colonna, in modo che fra essi sussiste la re- 
lazione 



(4) 



Qq do — ttj dj + Oj di - ttj ds = 0. 



Nella (3) eseguendo i prodotti, portando tutto al 1® membro ed ordinando ri- 
spetto a do, d|, dj, d,, si ha che i coefficienti dei varii prodotti d^dj sono tutti, 
meno due, minori di 2^ ordine dei reciproci dei determinanti do, d|, d^, d, , quindi 
sono immediatamente esprimibili ptr mezzo di tali determinanti. I due coefficienti 
rimanenti si possono facilmente esprimere per mezzo di tali minori, e quindi per 
mezzo dei determinanti do, d,, d,, d,, e facendo uso della relazione (4) si possono 
porre rispettivamente sotto la forma 

1 1 

- 2 (^odo + «id, + a^di + aad.0 , ^ (^od© - «idi - atd, + a^d^). 



Sostituendo quindi a tutti i coefficienti, i valori cosi ottenuti, ed ordinando in- 
fine rispetto ad a^, ai^ a^^ a^ la relazione (3), cioè la condizione richiesta, assume 
la forma 



(5) 



(oo (3 do d, d, - ds do* - 2d^') - a, (d,» do - Sd, d^d.^ 2d,») ) - 
(a^ (2 d,« do - d, d, do - d» d^^) - aa(do d, dj + d,» d, - 2 d, d,«)) = 0. 
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Ora le quantità fra le parentesi più piccole sono i coeflScienti deirevettante d' 
del discriminante (*) della Torma cubica 

d = dj x* + 3 dj 05*1/ 4- 3 d| a?j/* -I- d© ?/' » 

ed il primo membro della (S) può quindi scriversi 

(6) (Oo d's - «3 d'o) - (fli d'i - 0^ d\) 

ed ò rinvarlante I di 2® grado (**) del sistema costituito da tale evettante e dalla 
forma a. Laonde resta dimostrato il Teorema I. 

Il valore di À che fa acquistare alla cubica m + Xn due radici in comune colla 
cubica a è fornito dalla (I) o dalla (2). 

3. Per dimostrare il teorema 2® supporremo che sieno X=Poa5+P|t/, Y=go^+9iy 
i due fattori lineari comuni alle due cubiche a, m + Xti. Trasformiamo le variabili 
scegliendo X ed Y come nuove variabili, e si abbia 

a-=A,X»Y + AjXT* 

m + Xn = (M, -f XN») X* T + (M,. + XN^) XY* 
d =D5X» + 3DjX«Y + 3D,XY» + DoY». 

Mu essendo nulli gllnvarianti I di 2<^ grado dei due sistemi (ad), (m + Xii, d), è 

A^ D, - A,D, = 

(M^ + XNOD,-(M, + XNOD, = 0, 

e poiché non è nullo il determinante di questo sistema, (iltrimenti le cubiche 
a,w + Xn avrebbero anche la terza radice comune, D, e 0, debbono essere nulli, 
onde si ba 

d = DaX» + DoYS 

e il suo hessiano è Do D, XY; i covarianti, indicati neirenunciato, di P grado nelle 
variabili, di 2^ grado nei coefficienti di d, e di 1^ nei coeffìcienti di a, oppure di 



(•) Salmon. Modem higher algt^hra § 192. 

(**) Id. Id. § 195 ; beninteso colla modifica derivante da che 

ana delle forme qui contemplate ha i coefficienti binomiali, e l'altra no. 
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m+Xn, sono 

A,D,D,X + A,D,D,Y 

(M, + XN,) Do D, X + (M, + XN,) D. D, Y ; 

dunque è vera la proposizione enunciata come diretta nel teorema li. 

Reciprocamente supponiamo che la cubica a abbia due radici in comune col- 
r hessiano della d. Assumiamo i fattori lineari dell' hessiano come nuove variabili 
^ e sia dopo tale trasformazione 

d = D,X» + DoY» 

a = A,X»Y + A,XY» 

m=M,X» + M,X«Y + M,XY» + M,Y» 

n=NoX» + N, X»Y + N, XY» + H,Y». 

Poiché gì' invarianti I di 2<* grado dei sistemi (d,m) , (d,n) sono nulli è 

D,Mo-D,M, = 
D,N.-D,N, = 0; 

e non potendo essere D, , D, ambedue nulli (se no le due cubiche n , m -i- Xn pò- 

if iff 

trebberò diventare identiche) deve essere M^N, — HsNo^O cioè ^ = i»^« Quindi 

è possibile determinare X in modo che m-^ln acquisti il fattore XT ; cosi resta di- 
mostrato completamente il Teorema IL 
4. Se poniamo 

d,d,-d,«=fto • d,do-d|d, = 2ft, , d»do-d|* = /4. 
cioè se dinotiamo con h=hQ x*+2/if wy+h^ y^ Y hessiano della cubica d, abbiamo 
d'o = 2 (da h^-d, ho) , 3d', = 2(d,h4 + d,h,-2d,/g 
3d', = 2(-d,/i4-doho + 2d,h,) , d', = 2(-doh, + d, ft,). 

Sostituendo tali valori in (6) ed ordinando rispetto alle h^ yh^yh^^l^ condi- 
zione 1=0 diventa 

(3ao d| + Oj da - 2 a, d^)?!^ H- (n^ d^ + 3 «a d^ - 20, d^)^^ 

0) 

- (3a^ do - a, d| + 3ffa ds - a, d^)h^ = 0, 
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I coefBeienti di h^th^iK sono i eoc^iBcienti fto » ^i i ^2 <^I covariante h di 
2° grado nelle variabili, e di 2^ grado nei eoefficienti del sistema delle due cubi* 
che (a , d) ; la (7) può quindi scriversi 

ed il suo primo membro rappresenta Tinvariante J di 2'' grado del sistema delie 
due forme quadratiche A , ft, e ciò prova il Teorema III. 

Del resto questo teorema può provarsi ancora direttamente come segue. 

Supponiamo ridotta la d alla forma canonica, allora il covariante h diventa 

D,A,X« + 3(D3A,+ DoAJXY + D.A4Y» 

e la condizione JsO si riduce a 

D|A| + DoAo=:0, 
ma è anche per la (4) 

D,A,-D^Ao = 0; 

dunque A|=0 , A^^^O, e quit^di la forma a acquista i fattori X , T, e perciò in virtù 
del teorema II esiste un valore di X che fa acquistare questi medesimi fattori ad 
m+Xn. 

Reciprocamente se tale valore esiste in virtù del teorema II abbiamo 

a = A|X*Y + A,Xr, 

perciò il covariante k si riduce a 

D,A,X> + D^A|Y» = 0, 

e quindi J è identicamente nullo. 

5. Passiamo ora alle interpretazioni geometriche dei tre teoremi fin qui 
dimostrati (*)• Rappresentino le tre cubiche m , n , a tre terne di elementi 

(M,M,M,),(NoN,N,),(AoA,A,) 



O Per tutte le qui invocate significazioni geometriche dell' amiiUarsi di inva» 
rianti e covarianti e pei teoremi geometrici che appresso sono adoperati, si veggano 
le tre memorie del prof. Battaglìni: SuUe forme binarie di ^ e Sfi grado. -Sulle 
forme binarie di 3^ grado.-Sulle forme binarie cubiche. Rendiconto della R. Acca< 
demia di scienze fisiche e matematiche di Napoli, Ì$Q4, 
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(li una forma geometrica rondainenlale di 1* specie; m+Xn rappresenta una terna 
qualunque deirinvoluzioAe cubica determinata dalle terne (H^ M| H,) (N^ N, N2). La 
cubica d rappresenta la terna (0^ D| D,) coniugata armonica con ognuna delle terne 
(Mo M, Mj) , (No N, Nj) , (Ao A, A,), e la cubica et' rappresenta la terna (D'o D', D^ 
di elementi ciascuno dei quali è coniugato armonico di ognuno degli elementi 
D^jDjDj rispetto agli altri due. La condizione I •= signiflca che la terna (D'<,D',D'j) 
è coniugata armonica rispetto ad (A^jAiA^). Dunque è vero il teorema \\. 

V hessiano di d rappresenta due clementi Ho FI, che determinano colla terna 
(DoDiD^) due gruppi equianarmonìcì. Il covariante k di 2" grado nelle variabili, 
e di 2® grado nei coefllcienti delle due forme a , d rappresenta due elementi RoK, 
per ognuno dei quali le coppie di elementi armonici di 2® ordine rispetto ad 
(Ao A^ Aj) , (DoD|Dj) si separano armonicamente, ed infine Tannullar-si delFinva- 
riante J esprìme che le coppie (H» H,) (K^ K,) si separano armonicamente. Restano 
quindi pienamente giustificati i teoremi V e TI. 

6. Dimostriamo ora geometricamente le verità enunciate. 

Per ipotesi la terna (AoA,Aj) è coniugata armonica di (D'oD'^D'^). Poiché 
essa è anche coniugata armonica di (D^D^ D^), se indichiamo con Pq P| gli elementi 
armonici di 2** ordine (che supponiamo per ora distinti) di A, rispetto a tl^oDiD^), 
e con P'oP'i quelli del medesimo A^ rispetto a (D'oD', D',), tanto PqP, quanto 
P'o P\ sono separati armonicamente da A^ A, ; quindi questi sono gli elementi dop- 
pìi della involuzione quadratica determinata dalle coppie (Po P,) (P'o P'i) Ma sap- 
piamo che di tale involuzione quadratica gii elementi doppii sono quelli deiriies- 
siano di (Do D| D,), dunque AqA, sono gli elementi di questMiessiano. 

Se invece PqP, sono tra loro coincidenti, allora vuol dire che A^ è un ele- 
mento deir hessiano di (D^D, D^), e quindi PoP^ debbono sovrapporsi coir altro 
elemento dell' hessiano ; ma P^P, debbono essere coniugati armonici rispetto ad 
AoAf ; dunque Ao oppure A, deve coincidere con P^P, cioè con quest'elemento 
deir hessiano di (D^D, D^). 

Dunque in ogni caso due degli elementi della terna (AqA, A,) sono gli ele- 
menti deir hessiano di (DoD, D^). Sieno essi AoA,. Sìa ora (G^ 6, 6^) un'altra terna 
coniugata armonica di (Mo M, M^) , (No N, N^) Proponiamoci di costruire una terna 
coniugata armonica di (D^ D, D^) (6^ 6| G^) che abbia per un elemento Aq. A. tale 
scopo occorre trovare le due coppie di elementi armonici di 2*" ordine di Ao ri- 
spetto alle due terne (Do D, D2) (Go G^i G2) e poi la coppia che separa armonica- 
mente le due ottenute. Questa, unita ad A^ » forma la richiesta terna. 

Gli armonici di 2® ordino di A^ rispetto a DoDiD, coincidono con A,. Indi- 
chino ToT, quelli rispetto a (Go G, G»). 

La coppia che A coniugata armonica comune ad (A^ A,)(ToT,) ha un elemento 
in A| e l'altro nel coniugato armonico di A, rispetto a (T^T|), sia esso a,. 

Bisulca dunque essere (Aq A, a^) una terna della proposta involuzione cubica, 
il che era da ilimostrarsi. 

Reciprocamente supponiamo che della proposta involuzione cubica definita da 
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(M^M, Mj) (NoN, Nj) faccia parie la terna (A„A|a,). Per un noto teorema questa 
terna è anche coniugata armonica di (DoD|Dj\ Se, come sopra, Vq[\ dinotano 
gli elementi armonici di 2"" ordine di Aj rispetto a (Do D, Dj) e ll^ U| quelli di o^ 
rispetto alla medesima terna; AoA| separano armonicamente tanto PoP| quanto 
lloll, , e perciò sono gli elementi doppii delFinvoluziane quadratica definita dalle 
coppie (rioll,) (Po?,). Ora è noto che se di un elemento variabile si prendono le 
coppie degli elementi armonici di T ordine rispetto ad una terna ed alla terna 
rappresentata dair e?ettante del discriminante , tutte queste coppie costituiscono 
una involuzione quadratica, che ha per elementi doppii quelli rappresentati dal- 
r hessiano della data forma cubica. Dunque se, come prima, indichiamo con P'qP'i 
gli elementi armonici di 2*' ordine di A, rispetto a (D'o D', D\) , anche P'o P'i ap- 
partengono alia predetta invuluzione quadratica definita da (PoP,)(non,), e gli ele- 
menti doppii AoAf di questa sono quelli definiti dall' hessiano di (D^DiD^), e di- 
vidono armonicamente P'qP'i- 

Ora r hessiano di una forma cubica è anche hessiano dell'evettante del discri- 
minante di essa, in conseguenza gli elementi armonici di 2^ ordine di Ào rispetto 
a (D'o D', D'j) coincidono con A^ e perciò sono separati armopicamente da A, Aj ; 
e quelli di A, rispetto a (D'o \)\ D',) coincidono con Ao e perciò sono separati ar- 
monicamente da (A^Aj); dunque (AqA^Aj) è coniugata armonica di (D'^D'^D'»), 
il che era da dimostrarsi. 

Cosi restano provati i teoremi IV , e V. - Analogamente si dimostra il teore 
ma TI, del quale se ne hanno già due dimostrazioni analitiche (§ 4). 

Napoli , Gennaio 1885. 
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CONTRIBUZIONE ALLA TEORIA DELLE EQUAZIONI 
ALGEBEICO-DIFFERENZIALI 

NOTA 



DI 



GABRIELE TORELLI 



§ 1. 

Il Chiarissirno Prof. Casoratì in una nota pubblicata mgìi Annali di Male' 
malica (*) dimostra che se a, b, e sono tre funzioni delle variabili u, t% e si di- 
noti con g il discriminante della primitiva completa 



(1) 



aw* + 26io + = 0, 



con G il discriminante deirequazione diiTerenziale che s" ottiene eliminando la co- 
stante arbitraria co fra la (I) e la sua diiTerenziale immediata, e se finalmente k 
indica il determinante 



a 



da 


db 


de 


du 


du 


du 


da 
dv 


db 

dv 


de 
dv 



si ha la relazione 



G = 4*>flf. 



(*) Alcune forinole fondamentali per lo studio delle equoMioni algelrico-iifferen- 
0iali di V ordine e di -2^ grado ira due variabili ad integrale generale algèbrico. 
Serie II. Tomo VII p. 197. 
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In uD* altra memoria inserita nel Volume pubblicalo in commemorazione di 
D. Chelini (*) il medesimo autore dimostra che indicando con gf il discriminante 
della primitiva completa 

(2) /ow~ + Aw«-* + ... + /;„ = o. 

con 6 quello della equazione difTerenziale che s* ottiene eliminandola costante ar- 
bitraria (0 fra la (2) e la sua differenziale immediata si ha 

(3) 6 = fffcS 

dove k è una espressione composta in modo razionale intero colle prime derivate 
parziali delle To » A » ••• > A» rispetto alle variabili. Però non giunge in generale alla 
determinazione di k. Enuncia soltanto come nei casi di m=3 , ed m=4 , seguendo 
unMdea del Prof. Brioschi, si costruisce Fespressione k. 

La formola (3) è notevolissima sia per la sua importanza nello studio delle 
soluzioni singolari delle equazioni differenziali considerate ; sia per la connessione 
che essa stabilisce fra la teoria delle equazioni algebrico-differenziali, e quella de- 
gV invarianti e covarianti delle forme algebriche. 

In questa nota io presento una dimostrazione della formola (3), che fornisce 
la determinazione di k, qualunque sia il grado della primiliva complela. 

§2. 

A tal' uopo m' occorre risolvere dapprima la seguente quistione algebrica * Se 
dalle due date forme 

ra = mo x' + m, x*"* y + . . . + m,., xy**"* + m^ y'' 

n = Ho x»" H- n, x'"* y + . . . H- n^., xy*"-* + n^ y"" 

per mezzo del parametro X si ricava V altra 

m+Xn=(mo+>no)x''+(m|+Xn,)x'-"*y+...+(m^_i+Xn^.,)xy'-*+(m^+Xn,)y', 

quale è la condizione necessaria e sufficiente affinchè sia possibile determinare X 
in modo che la forma m+Xn abbia con un'altra forma assegnata 

a = ao x** + a^ x**"* y + . . . -f a,.„, xy**^* + a, y** 

un fattore di 2* grado in comune ? 



C) Una formola fondamentale concernente i discriminantì delle egua0ioni diffe- 
reneiali, e delle loro primitive complete. 

VCL. XXIV. 36 
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Indichino 

A = A, ac''-* + Aj a*-» j/ + . . . + A,., i/''"* 

- B = ^ B, 0?''* - B, 05*-» 1/ - . . . - B^.4 y'-* 

le forme che s'ottengono da a, e da m + Xn, dopo avervi soppresso il fattore di 
2^ grado dì comune. Risulta 

aB T (m + Xn) A = ; 

quindi dovendo questa relazione verificarsi identicamente si ha 

«oB, +moA| +noA|X =o 

a|B|+ao Bj +m4A,+moA2 +n,A4XH-noA»X =0 

(4) o^B,+o,..4B,+ • +a2By_i+WyA4+m^.,A,+ • -l-m2A^_4+nyA,X-fn,_|A2X+ • +njA,.,X=0 
a,Ba+ • +08B,_4 -fm^A^f • +m3A,., +n^A2X+ • +ri,A,.,X=0 



Mf-f 



+myA 



r-i 



nrAr.iX=0. 



Eliminando fra queste 2f—l equazioni le 2r-l ignote B4,.-«>B|..|,A4,...,A,.|,X, 
si ottiene la richiesta condizione. 

Per eseguire questa eliminazione, e per rappresentare concisamente la risul- 
tante giova adottare le seguenti notazioni. Poniamo 



ao ai 

On 



I>M = 



a. 



. 



fl^r-i <^r 



• • « • 

. 


«2 a, 


• • 

0. 


77^0 TTli • 


Wy* 


. 


Irto • 
• • . • 


m,_i m^ . 






• fn, m. 



m. 



no Wi . n, .0 



, Dm = 



On a« 



o« 



Qr 









. 


«i a, • 


0» 


rtìo n», . 


m, . 





Wlo . 


m,., m, . 






. mj t?ij . m, 
n^ . n,.., a,. . 
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I>i,r-l = 



ùr 



«0 . a,^4 Or . 

. a^ a^ . Gf 

mo w»! . m,. .0 

m^ . ff^f-ì ^r • 

. «ig m, . m,. 

. n^ w, . n^ 



Dinotiamo con D,.^^- la somma di tutti i determinanti che s'ottengono da D|j 
nel seguente modo. Formiamo dei numeri r,r+l, ... , r+j-2 ,r+j ... , 2r-2 le com- 
binazioni ad i-ì ad t— 1. Scelta una di queste combinazioni mutiamo nelle linee 
del determinante D,j che occupano i posti indicati dagli elementi della combina- 
zione scelta; la lettera m nella n ; operando cosi per tutte le predette combina- 
zioni e facendo la somma di tutti i determinanti così ricavati avremo D^^^-. Per note 
proprietà dei determinanti si ha 

Infine immaginiamo nel sistema (4) scritto a, «2 > ••• » ^r-i rispettivamente in 
luogo di A,X , ÀjX , ... , Ar_iX, e chiamiamo (4') il sistema così modificato. 

Ciò posto se fra le (4') eliminiamo B, , ... , B^., , À| , A^ , ... , A^_, , senza cu- 
rarci che le a sono funzioni di queste, e decomponiamo il determinante, che espri- 
me la risultante, avente Tultima linea complessa in somma di determinanti a linee 
semplici otteniamo 

cioè dividendo per X 

(6i) »i,i Al + D,,, A, + . . . + D,,^., A,., = 0. 

Eliminando invece fra le (4') successivamente B| , ... . B,._| , a, , A^ , ... , A^., , poi 
B| j ... j B,... I , A| , ^2 » A3 , •• , Ay_| , ... infine B| ,.•• , B^^i , A| , A2 , ••. , A|._2 » ^r-i » 
ed aggiungendo, alla somma di tutte queste risultanti la (&|) si ricava, dividendo 
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D2,f A, + D,,, Aa + . . . + D,^,., A,., = 0. 



Se si eliminano fra le (4') successivamente B| , ... , By_, , a^ , «2 > A3 ,•.., A^., , 
poi B, . ... , By_, , a, , A2 , «3 , A4 , ... , Ay.i , ... infine B^ , ... , B^^, , A, , Aj , ... , A,_„ 
^r-2 * ^r-i > si aggiunge alla somma di tutte le risultanti la (62) e sì divide per X 
si ottiene 

(6a) D3,, A, + 0,^2 A2 + . . . + D,,,^, A,., = 0. 

e cosi continuando si perverrà fino all'equazione 

(6r-l) ^r^Ui A, + D,„,,2 A2 + . • . + D,.,,^., A,_, = 0. 

Eliminando infine tra tutte le equazioni (6) le A, , A2 ,... , A^., si deduce la 
risultante delle (4), cioè la condizione richiesta, che è 



(T) 



ft = 



D«,, Di,. . D2,r-1 

I Dy-f,i D^-1.2 D,_| ,._, 



= 0. 



É evidente che k è dei gradi 



r{r - 1) r (r - 1) 
2 ' 2 



rispettivamente nei coefficienti delle tre forme aym^n. 

Se a^m.n rappresentano tre gruppi A , M , N ognuno di r elementi di una 
forma geometrica fondamentale di 1.* specie, la (7) è la condizione necessaria e 
sufficiente affinchè esista un gruppo delia involuzione sem[>lice di grado r indivi- 
duata dai gruppi H , N che abbia col gruppo A due elementi di comune. 

§3. 



Ciò posto consideriamo le tre forme 

a(u)) =00(0** ^^a^iJ/''* +. 

n(w) = HoW' + TliW'"'* -h . 
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i cui coefficienti sono arbitrarli e del tutto indipendenti fra loro. Per mezzo delle 
due ultime e del parametro X costruiamo la forma 

(8) m((o)+Xn(w)==(mo+X7io)w''+(w4+XnOco''-«+...+(m,-i+Xn,..i)w+(m^+Xn,). 

Eliminando la (o fra questa e la a(iù) si ottiene 



(9|) E(o,m + Xn) = 



Qq . a^4 a, 

. Gì a^ 

wio+Xno m,+Xri4 . m^-j-lv^ 

mQ+ltìQ . m,.4+Xny., m^+Xiir 











. ni|+Xr?| m,+Xw2 . m^-^-ln^ 



Ora chiamando G il discriminante di E(a,m+Xn) quando vi si considera X come 
variabile, e con g il discriminante della a(io), proponiamoci di indagare come 6 
si esprima per mezzo di g. 

Sviluppando la E(a,m+Xn) secondo la formola di Taylor 

(9«) A'^E(a,n) -{-V • 1^ m^ — r + ... + X 2.^ n< — ^ h Jii(a,tn). 

C77i^ otn^ 

Indicando con (o« , u)^ , ... , co^ le radici della a((o) : le (9) possono porsi sotto 
la forma 

(9,) [m(w,) + ì<n(Mi)ì [m((Oj) + Xn(Wj)] ... [m(to^) -f Xn((t)^)]. 

Chiamiamo 






n(u,) 



n(w,) ' 



> I Ay — — 



m((Oy) 
n(w,) 



le radici della {%). 

Se due di queste p. e. X^ , X^ sono eguali fra loro , dinotando con p il loro 
valor comune abbiamo 

n(w,) "■ n((i>j) "" ^ ' 
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cioè 

mCwJ + pn(w4) = , m(co2) + pn(co,) = , 

e requazione 

m(co) + >.n(u)) = 

è soddisfatta da u>| e da (1)2- 

Dunque affinchè le forme (9) abbiano due radici eguali è necessario che esista 
un valor di X tale che per esso Tequazione 

m(to) + \n{(ù) = 

sia soddisfatta da due radici della a(iù). 

Reciprocamente se per X=p la m((o) -f Xn((o) = è soddisfatta da (Uf e da ci);, 
vuol dire che 

—^ = 7^ e qumdi X, = X^. 

Laonde la suddetta condizione è anche sulTìcìente. 

Ora affinchè le (9) abbiano due radici ej?uaìi occorre e basta che il discri- 
minante deirunica forma da esse rappresentata sia nullo. Considerando tale forma 
sotto Taspetco (9}) si vede subito che il discriminante G è una funzione dei coef- 
ficienti di a, di w. di n rispettivamente dei gradi 2r(r-l) , r(r— l) , r(r— 1). 

Acciocché esista un valor di X tale che la 

m(ti)) + Xn(w) = 

sia soddisfatta da due radici della a({ù), occorre e basta che la a(io) abbia due 
radici eguali cioè che il suo discriminante g sia nullo, che esista un valor di l 
tale che per esso m(io)+Xn(ii)) abbia un fattor di 2® grado in to di comune con 
a(w), cioè che sia soddisfatta la (1). 

Or poiché Tannullarsi di 6 fa diventar zero g oppure k, e viceversa lo spa- 
rire di uno di queste annulla 6 ; si può conchiudere che G deve essére eguale 
al prodotto di un fattor numerico per una potenza Ai k e per una potenza di </. 
Laonde potremo porre . . 

(10) 6 = NfcPg^ 

dove N è un fattor numerico e p , 5 sono esponenti da determinarsi Comparando 
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i gradi dei coefficienti di a, di m, nei due membri della (10) si ha 

2r(r - 1) = p(r - 1)« + 2g(r - t) 

{ 

r(r-l)=:^r(r-l)p 

donde p=2, q=i. 

Per determinare N calcoliamo i termini di grado più alto rispetto ad a^ in 
ambo i membri della (10), e paragoniamoli. Ami nel far ciò, per semplicità, sup- 
poniamo nulli a^ , a, , ... , Oy_, , wio , m, , ... , w^.i , r^o , rii , ... , v^^^ > ^r- Allora i 
termine da noi contemplato in 6 si riduce ad 

Quello in 9 ad 
e quello in k^ ad 

Laonde N=l, e si ha identicamente 

§ 4. 

Siano ora a^ , ai , ... , a^.i , a^ funzioni delle variabili u , v, ed (o costante ar- 
bitraria, e prendiamo a considerare Tequazione differenziale risultante dair elimi- 
nazione di (0 fra Tequazione 

a(u)) = a^io^ + aiW*""* + ... + a,._|W + a^ = 

e la sua equazione differenziale immediata 

(duo da^ dv \ , .(Sa. da^ dv \ . , 

Se poniamo per semplicità 



da, 



^"^ lir""'^ ' 9v 



^«m, , ^ = n, (x = 0,l,...,f) 
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dv 
"5u 



= X 



la precedente equazione diventa 7n(io)+Xn((o)=0, e Tequazione differenziale che noi 
vogliamo considerare è proprio quella che s'ottiene eguagliando a zero la {9|) ; e 
perciò fra il discriminanle G delVequazione differenziale, il discriminante g della 
primitiva sussiste la relazione 

dove k si costruisce come indica la (1), ricordando che m ed n ha7ino i signifìr 
cali che le (11) indicano. 

§ 5. 

Pel caso di 7*=3 la formola (7) conduce al seguente risultato : Se (s) indica 
il determinante che s'ottiene sopprimendo la linea .s^»» dalla matrice a tre scale 



8i ha 



«0 


«• 


0» 


a» 








Oo 


o, 


«t 


a, 


tn„ 


m, 


ni. 


m. 








♦no 


n?, 


m. 


. n». 


«0 


n. 


n» 


n» 








«0 


"i 


n» 


»» 




k = 


(6) 
(4) 


(5) 
(3) 


• 



Questa espressione di k coincide con quella data per tal caso dal Prof. Ca- 
8 orati. Si vegga a tal riguardo la mia precedente nota (*). La forma 0, e T in- 
variante (/®)3 della citata memoria del Prof. Gas or a ti non differiscono che per 



C) Teoremi sulle forme binarie cubiche , e loro applicazione geometrica --Qnesìo 
Giornale, presente volarne p. 268. 
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fattori numerici dalla forma d, e dall* invariante I da me considerati, e quest'ul- 
timo eguaglia 2k. 

Per r=4 la formola (7) conduce al risultato : 

Indicando con (8 , il determinante che s*ottiene sopprimendo le linee s°^ e 
V^ daìia matrice a tre scale 



si ha 



k = 



Oo 




a, 


fl» 




Oj 




«* 















Oo 


«i 




Ol 




a. 


o« 















flo 




fl| 




0» 


0» 


0* 




«>o 




m, 


n», 




m, 




m^ 















filo 


m, 




m, 




m, 


«»« 















mo 




tn, 




m. 


m. 


♦"♦ 




«0 




«1 


n. 




«» 




w» 















"o 


«1 




n» 




«» 


"♦ 










(8 




,9) 


"o 






9) 


n» 


»»s 


(1,8) 




(5 


,9) 
(5 


-(6 
,6) 


,8) 


(4 


.9)- 
(4, 


6) 


M) 


(4, 


8)-(5. 
(4.5) 


1) 



che, prescindendo da un fattor numerico, dev'essere identico airinvariante (6 0)e 
della succitata memoria del Prof. Casorati, e la forma di determinante giova 
forse al calcolo, e allo studio delle proprietà dell* espressione k. 

Napoli, marzo 188S. 



tot. xxiv. 



31 
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INTORNO AD UN TEOREMA DEI SIGG. BEHI E WEINGARTEN 



DEL 



Dott. MARIO PIERI. 



La notissima proprietà che le ellissi e le iperbole omofocali nel piano sì se- 
gano ovunque sotto angolo retto, fu estesa dal Prof. Betti alla Geometria di una 
superficie qualunque dimostrando che le curve di una superficie, luoghi geome- 
Irici di uri punto pel quale è costante la somma o la differenza delle sue di- 
stanze geodetiche da due punii arbitrari, costituiscono un doppio sistema orto- 
goTìale di linee. Il Prof. Betti dimostrò inoltre che la stessa proprietà continuava 
a sussistere anche se ad uno dei fuochi si sostituiva una curva qualunque della 
superGcie, e alle geodetiche uscenti da quel foco, le geodetiche ortogonali alia 
curva (*). Posteriormente il sig. Weingartcn dimostrò il teorema più generale 
seguente, dove ai due fuochi si sostituiscono due curve qualunque: 

/ luoghi di un punto pel quale è costante la somma o la differenza delle 
sue disianze geodetiche da due curve arbitrarie di una superficie, cosliluiscono 
un doppio sistema ortogonale di curve (**) alle quali si conserva la denomina- 
zione di ellissi ed tperòole geodetiche, mentre alle curve che sostituiscono i fuochi 
si dà il nome di curm basi del sistema. 

Aggiungiamo che il medesimo teorema fu dimostrato nuovamente, e per altra 
via dal Prof. Bel trami (***). 

Nella presente nota dimostro che un teorema analogo sussiste nello spazio or- 
dinario a tre dimensioni , cioè che : Le superficie luoghi geometrici di un punto 
pel quale è costante la somma delle sue distanze normali da due superficie ar- 
bitrarie^ costituiscono ^ insieme con le superficie per le quali è costante la diffe- 
renza delle medesime distanze, un doppio sistema di superficie ortogonali. 



( ♦ ) Amali di Maiem, , Serie 2* Voi. 1. 

(••) Crelle'g Journal Bd. LXII. 

(•*•) Bicerche di Analisi applicata alla Geometria. Giornale di Napoli, Voi. II. 
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Dimostro poi che il moJesimo teorema, e i precedenti sulle ellissi ed iperbole 
geodetiche, sono tutti casi particolari di un teorema più generale, che si veriflca 
ìd uno spazio a n dimensioni di curvatura arbitraria, e che si enuncia come i pre- 
cedenti , dando alle parole curvalura^ superficie, disianza geodetica, ecc. il signi- 
ficato analitico che loro è proprio. 

2. 

É noto che se <p(a? y 7.) = costante , è un integrale dell'equazione a derivate 
parziali 



©■-(if )■-(©'='. 



il valore che la funzione <^{xyz) riceve per un sistema di valori (afy'z') presi 
in un campo dentro il quale la funzione (o{oryz) si mantiene finita, continua e ad 
un sol valore, insieme con le sue derivate prime, misura la distanza della superficie 

<p(a?y^) = 9(a?'2/'2') 

dalla superficie 9(a;2/3)=0; d*onde segue che tutte le superficie rappresentate dal- 
Tequazione (p(x y j?) - costante sono parallele fra loro. Reciprocamente, se Tequazione 

F(a5,y,2,C) = 0, 

ove C è una costante arbitraria, rappresenta una serie di superficie parallele fra 
loro, si può sempre supporre C=C(v), dove v rappresenta la distanza di una su- 
perficie generica della serie da una superficie determinata del medesimo sistema, 
e la funzione F soddisfa Fequazione a derivate parziali : 

che non differisce sostanzialmente dalla (1). Presa ad arbitrio una superficie 

f{ooyz) = 0, 

e denotando con a ^ y i coseni di direzione della normale alla medesima , diretta 
verso l'esterno, e con h una costante, l'equazione : 

(3) f(a?-a/i,2/-p/i,2-7/i) = 



(*) La dimostrazione di questo teorema, che omettiamo per brevità, fa data dal 
Prof. Bordoni nelle due Note Sulle curve e superficie parallele Atti della Società 
Italiana, 1812; e Sul parallelismo Atti delllstitato Lombardo, 1858. 
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rappresenta evidentemente una superficie parallela alla f(xyz)=^Of e distante dalla 
medesima della lunghezza h ; epperò la f dopo la sostituzione indicata soddisfa 
Tequazione (2). Senza scapitare in generalità si potrebbe supporre risoluta la (3) 
rispetto ad A, ossia posta sotto la forma 

? (a y 2) = ft , 

nel qual caso la funzione f soddisferebbe la (1). 



Ciò posto consideriamo i due sistemi di superficie ; 

e supposto che le due funzioni (f e ^ soddisfino entrambe r equazione a derivate 
parziali (1) e siano finite, continue e a un sol valore, insieme con le loro derivate 
prime, formiamo con esse i nuovi sistemi : 

(*) 9 + + = H , (p-4; = K. 

Ogni superficie del sistema f+4^=H godrà la proprietà di avere costante per 
ognuno dei suoi punti, ed uguale ad H, la somma delle distanze dei medesimi dalle 
due superficie iniziali 

?(a5i/jz)=0 , ^{xyz)=^Oj 

laddove pei punti di ciascuna superficie dell* altro sistema f-4^:=R , sarà costante 
e uguale a K la differenza delle distanze dalle stesse superficie iniziali. Ora i co- 
seni di direzione della normale alle due superficie (4) sono dati rispettivamente da: 

1 \d<D dò) 1 (d<p dà) 1 \d(D d^) 

avendo posto: 

A-\^^ J±\^ Ah J±\* A^^ JM^ 

\dx a») ■*'Uj/ dyS^Xdz dz\ 
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Se (xy z) è un punto comune alle due superficie 9-f^=cost* ,9— ^=cost. che 
abbiamo preso a considerare, l'angolo w dello normali a queste due superficie in 
quel punto, sarà dato da : 

COS W = C0S5 COSX + COS>J COSJH + C085 cosv , 

ossia da : 

Perchè il denominatore di questa espressione si annuiti, deve essere, per la (1): 

^{^ d_ld± BjdJ, S^dJ,) 



ovvero ; 

2|i-?i fi_£i ?i«^ £+1 = = 

( dx ^x dy dy dz dz ) ' 

cioè bisogna che le superficie f=cost. <]/=cost. che passano pel punto {xyz) ab- 
biano in questo punto lo stesso piano tangente. Ora, se i due sistemi di superficie 

9 = cost. , ^ = cost. 

sono disunii fra loro , come naturalmente dobbiamo supporre , ciò non potrà av- 
venire altro che in certi punti lungo certe curve staccate, talché possiamo esser 
certi che il prodotto A9 non potrà essere identicamente nullo. Osservando poi 
che il numeratore della (S) è zero identicamente per causa della (1) , alla quale 
soddisfano tanto la f quanto la 4^, possiamo concludere che 

cos 0) = , 

ossia che le superficie dei due sistemi (4) si tagliano ovunque sotto angolo retto, 
tranne che sopra alcuni punti e linee speciali. 

4. 



Allo stesso risultato si perviene se, invece di partire dall'equazione (1), ci si 
riferisce alla (2). Siano infatti : 

(6) <p(aj,2/,;2,v) = , tKaj,2/,2,w) = 
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le equazioni di due sistemi di superficie parallele rispettivamente alle due super- 
ficie arbitrarie : 

(1) 9(^2/z) = , ^(xyz) = 

e r , w rappresentino rispettivamente la distanza di una superficie generica del l"* 
e del 2® sistema dalle due superficie iniziali 0). Supporremo che le equazioni (5) 
siano tali da definire le quantità v w quali funzioni implicite delle variabili coyz; 
allora i due sistemi di superficie individuati dalle equazioni : 

(9) t^ + w = H , t; - w - K 

saranno ancora ortogonali tra loro. 

Infatti troviamo in questo, come nel caso precedente : 



COS IO = 



mr-u^' 



Ma è facile riscontrare che le funzioni implicite v , w soddisfano airequazione 
(1) a derivate parziali. « 

Infatti derivando le relazioni (6) col tener conto della variabilità di v,«r sopra 
una superficie dei sistemi (8), alla quale si riferiscono gli spostamenti, abbiamo: 

3<p ^9 ^ - A ^^ ^? ^^ — n ^^ ^® ^^ ~ 

doo dv dx ^ * dy dv dy '^ ' dz dv dz "" 

di^ d^ ^*^ — A ^^ ^^ ^^ — A ^^ ^^ ^^ — n 

Jx'^'div "dx" ' ly"^ dw ly" ' Jz"^ dw Jz ^ 



d'onde ricaviamo \ 



^\dx) " 



\ dx J \dy / \dz / 



m 



20'= 






\dw/ 
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E poiché tanto la funzione 9 quanto la (p soddisfano alFequazione (2) (§ 2''), 
se ne deduce : 

Ii(|^y=l . I](|^y=l. ecc. .ecc., 

cioè le funzioni v ,io soddisfano alla (1), e cosb)=0. É inutile dunque considerare 
le equazioni dei sistemi di superfìcie parallele sotto la forma (6) ; ossia potremo 
prenderlo addirittura sotto la forma : 

dove 9 soddisfa la (t). Con ciò la superficie iniziale 

cp(ajy2) = 0, 
non cessa di essere una superficie al tutto arbitraria, (V. § 2"). 



5. 



L'analogia fra le superficie ortogonali (4) e il sistema delle ellissi ed iperbole 
geodetiche sopra una superficie qualunque si spinge anche più oltre. Sappiamo (*; 
che le direzioni ortogonali dell'ellisse e delT iperbole geodetica che passano per 
un punto arbitrio della superficie sono le due bisettrici, interna ed esterna, del- 
l'angolo formato dalle normali condotte da quel punto alle due curve basi. Questa 
proprietà continua a sussistere anche nello spazio ordinario a tre dimensioni. 

Consideriamo infatti due superficie : 

9 = 9o . 4^ = +0 ; 

per ogni pimto P della loro intersezione passa una normale N^p alla prima super- 
ficie, e una normale N^ alla seconda; ed essendo tutte le superficie © = costante 
parallele fra loro, come pure le ^ = costante, la N^ sarà altresì normale alla su- 
perficie iniziale 9 = 0, e la Nj, alla ^p = 0. 

Di più queste due rette sono evidentemente normali in P alla curva interse- 
zione delle due superficie 9 = 9o,4> = 4'o- M^ 1^ stessa curva è comune anche alle 
due superficie ortogonali : 



O Weingarten, Ice. cit. 
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epperò le normali a queste due superficie nel punto P giaceranno in un medesimo 
piano con le due normali N^ , N^. 

Reciprocamente, prese le due superficie 

che passano per un punto arbitrario, la loro intersezione sarà comune anche alle 
due superficie 

H+K , H-K 

epperò le normali in quel punto alle quattro superficie giaceranno in un medesimo 
piano. Allora, denotando con N^^.^ , N<p_^ le normali alle due superficie ortogonali 
in P, e con 

gli angoli 



avremo : 



ossia : 



(N^ , N^^.^) , (N^ , N^^^) , (N^ , N^^^) , (N^ , Ny_^) 



1 j , ^ V ^^ ^* l ^^ 
cosT'—Liy-^i-^ + lU^ 



T = X' , = IC - O' , 



in altri termini , le normali N^^^ , N^.^ sono le bisettrici interna ed esterna 
deirangolo formato dalle due N^ , N^. 

6. 

Riassumendo 1 precedenti risultati, possiamo enunciare il teorema : 
le mperfkie luoghi di un punto pel quale è costante la somma delle sue dU 
stanze da due superficie arbitrarie A e B, non parallele fra loro , inconiram or- 
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logonalmmle le superficie luoghi di un punto pel quale é costante la differenza 
delle sue distanze dalle ìnedesime superficie (*) k e B. Se ? è un punlo dove si 
segano due delle delle superficie ortogonali, le normali in P all*i medesime non 
zona altro che le bisettrici interna ed esterna dell^angolo formato dalle normali 
condotte da P alle due superficie A e 6. 

Le superficie A e B, alle quali si riferisce questo teorema, sono al tutto ar- 
bitrarie, purché i due sistemi di superficie parallele rispettivamente ad A , B sod- 
disfino alle condizioni di continuità e di monodromia, indicate al $ 2^. 

Se dunque prendiamo due superficie canali A,B aventi per direttrici due curve 
arbitrarie L , H, piane o a doppia curvatura , avremo che ogni normale ad A è 
normale anche alla direttrice L, come pure ogni normale a B è pure normale ad 
H, e reciprocamente ; e il luogo dei punti pei quali è costante la somma o la dif- 
ferenza delle distanze da A e da B, godrà la stessa proprietà anche rispetto alle 
due curve L , H, e recìprocamente. Il teorema precedente include dunque anche 
quest' altro : 

Le stiper/tcte luoghi di punti pei quali è costante la somma o la differenza 
delle distanze da due curve arbitrarie dello spazio, costituiscono un doppio si- 
stema ortogonale. 

Un esempio noto di questi sistemi lo abbiamo nelle superficie del 4® ordine 
luogo di un punto pel quale è costante la somma o la differenza delle distanze 
da due rette arbitrarie (**). 

Una delle due superficie basi A e B può altresì degenerare in un punto , o , 
ciò, che è lo stesso, in una sfera di raggio arbitrario, perchè in tal caso il centro 
della sfera può sostituirsi alla sfera stessa. Questo punto è allora un foco del 
doppio sistema ortogonale. Le due superficie A e B possono essere tutte e due 
sfere, e si ottiene allora come caso particolare il ben noto sistema delle quadriche 
di rotazione omofocali. 

1. 

Nel caso speciale ora ricordato : le quadriche di rotazione omofocali costitui- 
scono, insieme col fascio dei piani condotti per Y asse di rotazione , un sistema 



(*) 8' intende come, potendosi in generale condurre più di una normale ad una 
data superficie da un punto dato, il teorema deve riferirsi ad una distanza misurata 
secondo una qualunque di queste normali. Ma una volta scelta questa normale per 
un punto arbitrario dello spazio, risulta determinata quella che deve prendersi per 
ogni altro punto dalla condizione cbe le funzioni <p e (p e le loro prime derivate par- 
ziali siano funzioni continue e ad un sol valore di x, j, z (§ 2^;. 

(**) Vedasi una Nota del sig. Pi e art sa questo argomento, nei Nouv, Annales 
de Mathém. 1864. 

VOL. xxiv. 88 



Digitized by 



Google 



K 298 )( 

triplo di superficie ortogonali. Si presenta quindi la quistione di vedere quando 
ai due sistemi ortogonali : 



(9) 



9 + ^ = 8 



(p-\j,-R 



si può coordinare un terzo sistema ortogonale ad entrambi. 

Osserviamo che l'intersezione di due superfloie (9) è la curva comune alle due 
superficie : 



H + K 



* = 



H~R 



cioè il sistema doppiamente infinito di curve generale dalle mutue intersezioni delie 
superficie dei due sistemi (9), si confonde col sistema delle curve generate dalle 
intersezioni delle superficie del sistema f = cost. , con le superficie del sistema 
^f^cost. . Pertanto, la condizione necessaria e succiente perchè al doppio sistema 
ortogonale (9) si possa associare un terzo sistema ortogonale al doppio sistema, 
si è che le mutue intersezioni dei due sistemi di superflciOi separatamente parallele 



(10) 



9 = cost. 



^ = cost. , 



formino un sistema oo* normale di curve, cioè siano le traiettorie ortogonali di 
uno slesso sistema oo« di superficie. 

Se poniamo : 



P = 



d<f 


dif 




d(f 


^9 




df 


d<f 


dy 


dz 


, Q = 


dz 


dx 


, R = 


dx 


dy 


d^ 


d^ 




d^ 


d^ 




d(|> 


d(|) 


9y 


dz 




dz 


dx 




dx 


sy 



la condizione saddetta si traduce analiticamente nelPaltra : 



alla quale debbono identicamente soddisfare le funzioni 9 e 4^ (*). 

Indicando con ix.Sy f8zì difTercnziali àì<c ,y ^z relativi ad uno ipostaroento 
lungo la tangente alla curva del sistema (10) che passa pel punto (xyz), la stessa 



(*) Beltrami. Ricerche di Analisi applicala alla Geometria^ % Vili. 
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condizione si può anche scrivere sotto la forma più comoda (*) 

^ ^ dx dx dy dy'^dz dz" dx dx dy dy'^ dz dz 

anche in uno qualunque dei due modi seguenti : 



(13) 



dxJ 'dyl \dz 

r^^\ f^_\ (^\ 



\ 






\dy' 



^dzJ 



Allo stesso risultato si giungerebbe applicando il noto teorema del sig. Dar- 
boux, cioè ponendo la condizione che le superficie dei due sistemi (9) s*inter« 
sechino mutuamente secondo le loro linee di curvatura (**). 

8. 

La condizione (11) non è una conseguenza identica delle due equazioni (I): 



(U) 



A,9=t 



M=1 



(alle quali soddisfano per ipotesi le funzioni 9 e <p) come pofM^e dubitarsi a 
prima giunta ; vale a dire le funzioni 9 e (]/ che determinano un sistema, triplo 
ortogonale, debbono soddisfare contemporaneamente a ire equazioni distinte. Per 
mostrare che queste ammettono effettivamente delle soluzioni comuni, daremo un 
esempio di un sistema triplo ortogonale che può ottenersi con questo processo. 

Supponiamo che le due superficie basi A e 6 degenerino in due rette orto- 
gonali di un piano, rette che potremo assumere rispettivamente per assi delle y 
e delle z. Le superficie parallele a queste rette avranno rispettivamente per equa- 
zione : 

»* + !/* = ?* , X* + Z* = «l** > 



(*) Beltrami. Ibidem. Quando è soddisfatta la (12) lo è pure la (11) e vi- 
ceversa. 

(**) Il teorema del sig. Darboux non è che un* interpretazione geometrica 
della condizione (11); e quantunque non enunciato, pure esso trovasi implicitamente 
dimostrato nelle citate Ricerche del sig. Beltrami. 
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essendo 9. e ^ le distanze rispettive dalle superficie iniziali A e B. Cioè avremo , 
prendendo il valore positivo dei radicali: 



e le funzioni 9 ^ soddisferanno le equazioni (14) e le altre condizioni richieste al 
§ 2^. Inoltre esse soddisfano la (12). Infatti: 

^y^ ^ h.^Q £Ì^ - y ?l = o ecc 

e la (12) diviene semplicemente: 

00 hx X 600 



Le superficie f f^^^rcost. sono in questo caso : 



(15) >/»* + !/*+ Nte* + a?* = H , >/a)* + l/*- >/2* + a?* = K, 

e i due sistemi formano complessivamente il sistema unico di superficie del 4^ or- 
dine : 

U* -y* j* - 2tt» i 2* + y^ + 2^* ! +^* = 0- 
11 terzo sistema ortogonale ad entrambi i precedenti, si trova essere : 

(.6) f = L. 

II sistema triplo ortogonale definito dalle equazioni (15) (16) non è nuovo; 
esso fu dato già dal sig. Serret (*). Anche altri sistemi tripli già noti acquistano 
con questo processo una definizione geometrica molto semplice. P. e. se vogliamo 
che il sistema di superficie parallele <p~cost sia costituito di piani paralleli, allora, 
prendendo Tasse delle j: normali a questi piani avremo : 



(*) Vedasi p. e. Salmon-Fiedler, Anah Oeom. RaumedesBf 2«' TAetl, $74. 
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e la condisione (12) riducesi setnplicemente a : 

vale a dire che le superficie 4^=0081. debbono incontrare i piani fsccost sotto an- 
goli costanti lungo ciascuna intersezione. 

Segue da ciò, per un noto teorema di lohachimstahl (*), che queste in- 
tersezioni saranno linee di curvatura per le Superficie (|^, le quali avendo pertanto 
un sistema di linee di curvatura in piani paralleli non potranno essere che super- 
ficie modanale ìnoulures del Monge (e come caso particolare, superficie di ro- 
tazione). Poiché inoltre le superficie parallele ad una medesima moulure sono nuo- 
vamente superficie moulures concludiamo che partendo da un sistema di superficie 
moulures parallele fra loro (4'=cost.) e dal sistema dei piani paralleli che conten- 
gono le loro linee di curvatura non geodetiche si può sempre costruire un sistema 
triplo ortogonale. Si riscontra però , mediante considerazioni geometriche molto 
semplici, che i due sistemi ortogonaU: 

sono formati anch' essi di superficie moulures svolte dallo stesso cilindro direttore 
dal quale dipendono le 4^ = cost. La classe di sistemi tripli ortogonali f dei quali 
fanno parte cotesti sistemi di superficie moulures , è fra le più semplici e le 

più note. 

9. 

L'ortogonalità delle superficie dei due sistemi: 

9 + 4/ = H , ?-<^ = K 

non dipende essenzialmente dall'essere 

4,9=1 , A,<|;=?1, 

ma è piuttosto una conseguenza del fatto che 

(11) A,? = 4,(1^. 

Cosi tutte le considerazioni e i risultati dei $$ precedenti sussistono con lievi 
modificazioni (come facilmente si riscontra) anche se invece di supporre che le 



(^ Salmon Fiedler, loc. cit. § 47. 
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funzioni f e 4^ soddisfino separatamente Tequazione (1), si ammette semplicemente 
che esse soddisfino insieme l'unica equazione (17); solo allora i due sistemi 

9 = C08t. , 4' = cost. 
non sono più formati di superficie parallele ; e le superficie ortogonali : 

9 -j- (p = costante 

non sono più luoghi di punti pei quali è costante la somma o la differenza delle 
distanze da due superficie fisso. In particolare la condizione perchè questo doppio 
sistema faccia parte di un sistema trii)lo ortogonale è sempre fornita dall'equa- 
zione (11) (12); e le condizioni alle quali debbono soddisfare le due funzioni 
<P e ^ si riducono a due sole, cioè alle (17) e (11). Daremo un esempio di un 
sistema triplo ortogonale che può ottenersi per questa via. 
Consideriamo le funzioni : 

9 = 1 ac* + 61/* + £V I* , (1^ = j a?* + eV + ez* }* , 

dove 6 è una radice cubica imaginaria deirunità. È facile riscontrare che esse ve- 
rificano Tequazione (17). Infatti abbiamo : 

|j = 3(a?H6yH6*z«)^a? ; ^ = i{x^^-By^+^h^)Uy ; ^ = 3(x*+eyH6*z«)«e*z, 

|^ = 3(ajH6V+€^*)*» ; ^=3(x*+eV+s2»)^e*2/ ; ^ = 3(a?»+sV+ssV ez , 

^•? = 2©* = 9 { ^* + sy* + e«;jt 1 j a?» + eV + w* } 

ossia 

Inoltre, ricordando il significato della caratteristica 6 (v. § 7) : 

8 ?^ = 3(a?« + ey* + e*z*)« Sa? ; 6 ^ = 3(a?«+ ey* + eV^St/ ; 

«|j=^3(a?*+6i/* + 6*z*).6»ajs 
8p- = 3(x* + 6V + C5V8a5 ; 8^=3(a?« + tV + s5;*)^ 6%; 



8||=:3(aj»f 6V+ w*)-6Sjs 
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epperò la (12) diviene: 

I i 

9 { X* + 61/* + 6*z* !* ix* + eV+ 6iJ* I* { iz? Si» + y 8y + 2 8z I = 

i ì 

= 9 ja?* + eV + sz- j* I a?* + sy* + e*z» j* { x 6x + y 8t/ + z Sz j, 

e risulta soddisfatta identicamente. Concludiamo che al doppio sistema ortogonale : 

• l 

j 0?* + ey* + 6*2* I* + I X* + 6*1/* 4- 6z* !* = u 

8 8 

j a?* + ey* -f 6*2* !*-!«;*+ s'y* + S2* [*"= t? 

si può associare un terzo sistema in guisa da formare un sistema triplo ortogonale : 
Questo terzo sistema si trova facilmente essere : 

X y 2 = 11^ (•) 
10. 

La proprietà che « le superficie per le quali è costante la somma o la ditTe- 
rcnza delle distanze da due superficie date arbitrariamente formano un doppio si- 
stema ortogonale » non è analiticamente parlando, che un caso particolare di una 
legge più generale, che sussiste in uno spazio qualunque di n dimensioni , in- 
dipendentemente dalla cunalura di questo spazio — e dalla forma del suo elemento 
lineare. Si ha cioè questa proprietà : 

In uno spazio, o campo, di n dimensioni j il sistema oo* delle superficie di 
n— 1 dimensioni , luoghi di un punto pel quale è costante la somma o la diffe- 
renza delle sue disianze geodcliche da due altre superficie arbitrarie , si segano 
ovunque ortogonalmente. 

La verità di questo teorema è una conseguenza immediata delle definizioni ana- 
litiche di or/o^OMOltfd e di parallelismo geodetico, in uno spazio a n dimensioni, 
definizioni compiutamente analoghe a quelle che si hanno pel caso di n=2 , cioò 
per le linee tracciate sopra una superficie qualunque deirordinario spazio euclideo. 

Essendo (**) : 

(te* = S„ a„ dXr dx, , (a„ = a,^ , r , a = 1 , 2 , 3 ... n) 



(*) Anche Tattnale sistema triplo è dovuto alla sagacia del sig. Serret. T. p. e. 
Salmon-Fiedler, Ice. cit. § 74, 3* edizione.. 

(^*) Bel trami. Sulla teoria^ generale dei parametri differemiali. Memorie del- 
TAccad. di Bologna, §§ 2, 3. 
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Yelemenlo lineare dello spazio che si considera, le superficie di n— t dimensiont 

«(ac, », ... ajj = h , ^(Xi w^ ... m^) = k 

si dicono orfoffonali fra loro, quando è soddisfatta la condizione : 

(19) A,i(p*|=0, 

ove 

ed A,., è l'elemento reciproco di a^, nel determinante dei coefficienti a, ossia nel 
diMrvminanle della forma quadratica Z^^a^^x^x^, 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè le superficie di n—\ dimensioni; 

U((», a7| ... xj = costante 

siano geodelitamenie parallele , vale a dire siano le traiettorie ortogonali di un 
sistema oo*"^ di curve minime^ o geodetiche dello spazio a n dimensioni, è espresso 
dall'equazione : 

(50) A,U = 1, ove A,U = I„A„g^^^^ (•); 

e allorché tale condizione è soddisfatta , il valore U' della funzione U sopra una 
qualunque delle superficie del sistema rappresenta la lunghezza costante deirarco 
intercetto sopra tutte le geodetiche ortogonali dalie due superficie 

U = 0, ed U = U'. 
Laonde, se supponiamo di avere due sistemi di superficie : 
U(a?, x, •..ajJ = U ; V(a?, x, ... «„) = V , 
parallele rispettivamente alle superficie 

U = , V = 0; 
le due equazioni : 

(21) D + V = H , U-V=.-K 



(•) Beltrami I. e. 
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definiranno due nuovi sistemi oo* di superficie o campi a n—ì dimensioni, luoghi 
di un punto pel quale è costante e rispettivamente uguale ad II , K la somma , 
ovvero la dilTerenza delle distanze geodeticlie dalle due superficie iniziali Ur.O,V=0. 
Bla per la (19), la condizione perchè questi due sistemi (21) siano ortogonali, 
essendo : 



^r.A„p^ 5:r = ^» 



ossia 

" " " ^'* dXr dx, ^" ^'' dx, dx. "^ '• '• d^r ^, "' '* ^r ^^i ' 

si vede che le ultime due somme si distruggono a vicenda, perchè Ars^^in ^ 
rimane : 

(22) = A, U - A, V 

che è identicamente soddisfatta, dal momento che le funzioni U e T soddisfano la (20). 
È quasi superfluo osservare anche qui , come nel caso più semplice di n=3 , 
che non le due condizioni AfU=l , A|V=1, ma la sola condizione (*2*2) è necessaria 
e sufficiente per Tortogonalità dei sistemi della forma (21); come pure che il teo- 
rema contìnua a sussistere anche se le due superficie basi U=0 ,7=0 degenerano 
in superficie di un numero di dimensioni inferiore ad n— 1. 

n. 

Diamo per ultimo un* altra dimostrazione del teorema del § precedente, la 
quale si ottiene generalizzando quella data dal sig. Weingarten (*) per i si- 
stemi di ellissi ed iperbole geodetiche sopra una superficie qualunque dello spazio 
ordinario. 

Il sig. Bel tra mi ha dimostrato (**) che, se le superficie: 

Xq = costante 
sono geodeticamente parallele, e le superficie : 

a^i = cost. , X2 = cost. , • . . , (X7j,.i = cost. 
ortogonali alle x^ = cost. definiscono con la loro intersezione le geodetiche traiet- 



{•) Ice. cit. 

(••) Ice, cit. g 2. 

VCL, UIT. 89 
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torie ortogonali delle Xo^^^ost. » allora Felemento lineare dello spazio riferito alle 
coordinate (x^x^a^^ ... x^.i) assume la forma: 

d«* = dcco* + Srt *^ft daJr da?, (r , s = 1 , 2 , ... n - 1). 

Pertanto» se con o^o-cost. , 2/o=cost. denotiamo i sistemi di superficie parallele 
rispettivamente alle due superficie arbitrarie date (che saranno le Xq^O , j/o=0) , 
l'elemento lineare dello spazio potrà assumere Funa o Taltra delle due forme 

dS* = da?o* + ^rt OLrt dx^ dXg ì 

(23) [ r,8= 1 ,2, ..,n-!. 
ds* = dyo* + 2„p„d2/,dy. ) 

Potremo altresì riferire lo spazio agli n sistemi di superficie coordinate : 

Xq (= Zi) = cost. ; I/o (= ^t) = c<>8t. ; z, = cost. , z^ = cost. ... 2« = cost. 

intendendo che le ;Ss=cost. ,;s4=oost. , ... ,2,,=cost., siano n— 2 sistemi indipen- 
denti di superficie ortogonali al sistema (*) 

^0 - !/o = costante. 
In tale ipotesi Velemento lineare assumerà la forma 

(24) d8*=a|,dz,*+2a„dj2;4dzj4-a„d22'+2a|,d2|dz,+ ... = l^fl^^dz^dz^. 

Cambiamo adesso le coordinate 2, , z^ (o x^ , y^ » nelle altre due H , K me- 
diante la sostituzione: 

Z| = H + K , Z, = H-K 

lasciando ferme le rimanenti z^z^...z^\ avremo 

d«« = (a„+2a„+o„)dH'+2(a„-a,j)dHdK+(a„-2a„+ajj)dR*+ 
(24') + 2(a„-i-a„)dHd25+2(a„ - a^^dTLdz^^-Q^dz^-^^a^^+a^dEdz^^- 

+ 2(a|4-a24)dKd;j4+ . . • ecc. 

Ma essendo, per ipotesi, le superficie z^^z^.^.z,,^ ortogonali alle superficie: 
^^l(z^-^^=T^ix^-y.) 



(*) È noto che di questi sistemi ortogonali ad un dato sistema , ne MUtono in 
generale ti— 1 ed n— 1 al più distinti o indipendenti fra loro. 
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doFranno mancare nelFelemento lineare ultimamente scritto i rettangoli 

dK dzs I dK dz^ , . . . , dK dz^ ; 

e perciò dovrà essere necessariamente 



(25) 



a« = a. 



18 9 



0,4 = 0,4 



fll5 = ^M > 



> «IH — fltii. 



Posto ciò , noi troviamo subito che nello stesso elemento lineare (24') deve 
mancare anche il termine in dH dR, e conseguentemente le superficie : 

1 1 

H = ^ (Xo + Vo) = cost. , K = ^ (ajo - yo) = cost. 

debbono formare un doppio sistema ortogonale. 

Infatti dalle espressioni (23) dell* elemento d»* ne deduciamo , paragonandole 
alla (24) 

2„ a„ dZrdz, - da?o" = S,»» a,»» da?^ do?^ (u , v = 1 , 2 , 3 , ... n - 1) 

r„ a,, dz, dz, - dyo" = ^^ P^ ^l/. dy^ (« , t? = 1 , 2 , 3 , . . . n - 1 )• 

Cioè a dire : le forme differenziali quadratiche con n variabili 

(0||-l)djS4*+2a4jdZjdz,+a,jdS2»+2a,5d24dZ5+-20|,riZjdZ3+o„dV+ ••• » 
o„dZ4*f 2a|jdZ4dZji4-(a„-l)djs,*+2a,3d24dZ5+2rr„dZjdZj+aj3d23* + ... ; 

debbono necessariamente ridursi a forme differenziali quadratiche conlenenti una 
variabile di meno. È noto come la condizione affinchè un tal fatto abbia luogo 
consiste nel dover annullarsi identicamente il discriminante della forma stessa. 
Dovremo avere pertanto: 
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e quindi ancora: 



«21 <'m «m 

«31 ^33 «34 

• • • 

««2 «1.3 «ni 



'211 



«SU 



«Il «13 «14 ••• «m 

«31 «33 «34 ••• «3« 

• • • •• t • 

«ni ««3 «114 — «mi 



dalla quale deduciamo» in virtù delle (25) 



«Il = «21 I 



ciò che appunto si voleva dimostrare , poiché in seguito a ciò viene a sparire il 
rettangolo dH dR dalFelemento lineare (24'). L' ultima illazione richiede per altro 
che non sia identicamente nullo il determinante minore : 



(26) 



«3S «34 ••' «SA 

«48 «44 •• «4« 

• • • • 

«irt ««4 ••• «un 



il quale non è altro che il discriminanle della forma quadratica : 

ds^ = a„ dzV 4- 2a34 dz^ dz^ + a^^ dz^ + ... (H = cost , K = cost). 

L'annullarsi del determinante (26) per ogni sistema di valori delle variabili 
porterebbe adunque che le intersezioni delle superficie dei due sistemi 

H = cost. , K = cost. , 

0, ciò che è lo stesso, dei sistemi 

a?o = cost, , j/o = cost. , 

non sarebbero superficie di n-2 dimensioni, bensì di n-3 ; ciò che naturalmente, 
per le ipotesi fatte, non può avvenire. 

Pisa, Maggio 188S. 



Digitized by 



Google 



)( 309 )( 



SUI SISTEMI DI CONICHE 



NOTA 



DEL 



Dott. CESARE BURALI^FORTI. 



Dopo i lavori deirillustre geometra francese Chasles (•), sulla teoria delle 
caratteristiche dei sistemi di coniche, molti altri trattarono lo stesso argomento, 
ritenendo sempre, come teorema Tenunciato di Chasles, che cioè « 11 numero 
delle coniche di un sistema oo* che soddisfano a una condizione è dato da un nu- 
mero della forma a[iL+^v ove a e ^ sono numeri dipendenti dalla condizione, e pi e v 
numeri dipendenti dal sistema ». 

Il sig. H alphe n (**; per il primo osservò che per certi sistemi e per certe 
condizioni Fenunciato di Chasles cadeva in difetto, e con un metodo elegantis- 
simo basato sulla teoria degli inflnitosimi determinò quale è la correzione da darsi 
al numero trovato da Chasles, e determinò altresì la condizione necessaria e 
»ufficientey affinchè per un dato sistema e per una data condizione si potesse ap- 
plicare l'enunciato di Chasles. 

Pochi mesi indietro il sig. Del Pezzo (***) pubblicò una nota nella quale ha 
esposte le ricerche di Ralph e n, abbandonando però il metodo seguito dal geometra 
francese, e estendendo, in parte tale ricerche agli strati razionali (sistemi oo*) stu- 
diati precedentemente dal Cremona (•***). 

In questa nota mi propongo di esporre , con poche modificazioni , il metodo 



(*) Compies retidus etc. 1864. Vedi anche Cayley 1864 e Salvatore-Dino 
1867. De Jonqnières Journal de Maihémaiiques puree et appliquées 1861. 

(**) Journal de TÈcole Polyiechnique XLV Cahier. 

(***) Rendiconto della B. Accademia delle scienee Fis. e Mai. di Napoli, Fa- 
scicolo 4^ e 5^. Napoli Maggio 1884. 

(•***) Annali di matematica pura e applicata T. VI n. 4. Bivista Bibliografica 
Biporiata nel Giornale dì Battaglini V. Ili 1865 pag. 60. 
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tenuto da Halphen, generalizzandolo al caso dei sistemi (oo)^ (con 4 > t). Farò 
anche osservare come la condizione data da Halphen, come necessaria e sufjidenle 
per r applicabilità deir enunciato di Ghasles ai sistemi (oo)S non sia che sufli- 
dente ma non necessaria. 



I. Sistemi ( 00 )*- Definizioni- Rappresentazione geometrica - 
Caratteristiche dei sistemi di coniche. 

J . In generale diremo sistema di coniche, l'insieme di tutte quelle coniche che 
sodisfano a cene condizioni, l'insieme poi di tutte quelle coniche che sodisfano a 
S-i condizioni lo diremo sistema (oo/. 

Indicheremo con C^ il sistema di coniche i volte infinito. 

Il sistema C^ può essere algebrico o trascendente, noi non ci occuperemo che 
dei sistemi algebrici. 

2. L'equazione generale di una conica del sistema C^ può porsi sotto la forma 

ove le a sono funzioni di i parametri variabili /i /« ^s ••• ^* 

Se le a sono funzioni irrazionali delle I sappiamo che si possono esprimere in 
funzione razionale di t+1 parametri variabili {« l^ ,.. ì^ l^^^ legati tra loro da una 
relazione pure razionale 

Ridotta a questa forma l' equazione generale di una conica del sistema , agli 

t+1 parametri { si possono sostituire i rapporti 7-^ r^ ••• 7^ e riducendo tutto 

a forma intera e soppressi i fattori comuni a tutte le a, se vi sono; le a e? di- 
vengono funzioni omogenee degli i+2 parametri i. Si può quindi dire in generale che: 

Una conica qualunque del sistema C^ ha un'equazione della forma a^*=:0 ove 
le a sono funzioni omogenee, tutte dello stesso grado m di i42 parametri varia- 
bili l legati tra loro da una relazione <p=aO dell'ordine n. 

Se <p è del primo ordine il sistema ò razionale 

3. So consideriamo gli t + 2 parametri variabili l come coordinate omogenee 
del punto in uno spazio a i+l dimensioni requazione ^({i /^ ••* ^hi ^i+t)=0 rappre- 
senta in questo spazio, un luogo a t dimensioni. 

Ad ogni punto del luogo 9 corrisponde una conica di C^ e una sola, (semplice 
multipla secondochè il punto considerato di <p è semplice multiplo per la f) 
e inversamente. Il luogo 9 Io chiameremo , il luogo di rappresentazione del si- 
stema il luogo base.. 
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4. In un sistema C^ chiameremo carailerisliche del sistema gli i + 1 numeri 
pip ,. con p+r=si che rappresentano il numero delle coniche del sistema che pas* 
sano per p j;tm(t e sono tangenti a r rette. 

5. Oltre il sistema C^ si può considerare il suo correlativo C/, la cui equa- 
zione generale è C/sA^*=0 essendo $ le coordinate di rette nel piano e Ay,= g — 

ove A è il discrimiìianle della conica Oa;*=0. 

Poiché nel sistema Gj le a sono deirordine m nelle 7, nel correlativo C/ sono 
dell'ordine 2m. 

I sistemi Ci e €/ si corrispondono tra loro dualisticamente, come pure si cor- 
rispondono dualisticamente le caratteristiche |i^,r>l^r,p ® Vrr (P^^ ^ P&^ì) ^ ^^ stessa* 

II. Coniche singolari -Caratteristiche delle coniche singolari. 

6. Sia A il discriminante della conica a„*=0 esso sarà dell* ordine 3m nelle l 
poiché è del 3^ ordine nelle a e Tequazione A^^O rappresenterà un luogo di i di* 
mensioni nello spazio a t+1 dimensioni. 

Le due equazioni <p=0 A=0 considerate come coesistenti, rappresentano nello 
spazio a t+1 dimensioni un luogo di ordine 3mn a t— 1 dimensioni. 

A tutti i punti del luogo 9=^0 A=0 corrispondono coniche del sistema C^ che 
si spezzano in due rette distinte coincidenti e che diremo coniche singolari del 
sistema. 

Esse sono evidentemente in numero i—I volta infinito. 

A tutti quei punti (()k del luogo f ^0 A=^0 nei quali la A non ha contatti sem^ 
plici o d'ordine superiore con la «p in qualunque direzione, ma la traversa sem- 
plicemente, diremo che vi corrispondono coniche singolari ordinarie, e diremo in- 
vece che la conica corrispondente a un punto (Ok del luogo <p=0 A=0 è singolare 
slazionaria^ quando in quel punto la A tocca la cp semplicemente con contatti 
di ordine superiore. 

Se quindi a un punto (Ok del luogo 9=^0 A=:0 corrisponde una conica singo- 
lare ordinaria , le coniche corrispondenti ai punti infinitamente vicini a (I)k sul 
luogo 9=0 eccettuato un numero finito di direzioni, saranno coniche proprie, mentre 
se la conica corrispondente al punto (Ok è singolare stazionaria, le coniche cor- 
rispondenti ai punti di 9 infinitamente vicini al punto (()k in tutte le direzioni , 
sono coniche singolari. 

7. Tediamo ora in quali e quanti modi può succedere la degenerazione delle 
coniche del sistema C,-. 

A tale scopo considereremo la conica corrispondente a un punto { di 9 come 
il limite al quale convergono le coniche corrispondenti ai punti {+dl inflnitaóiMté 
Ticioe a l del luogo 9 per dl^O. 

È chiaro che : essendo A e 9 due funzioni finite e continue esse e le laro 
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derivate^ sarà sempre possibile dato un punto (I)r del luogo 9=^0 A=0 formare 
un cerio campo abbastanza piccolo C in <p al quale (Or sia inlerno , e trovare 
nel piano del sislema C^ un certo punio B, e una cena retta T| che passi per 
essoy tali che tulle quelle coniche singolari {ordinarie stazionarie) che corrì- 
spondono ai punti del campo C non passino per B, e non sieno tangenti (in senso 
proprio) a T,. 

Sia allora B3 uno di questi punti e T| uno di queste rette relative al punto 
(()k 6 al campo C dico che, tutte le coniche corrispondenti ai punti del campo G 
hanno un triangolo coniugato proprio che ha B, per uno dei vertici e Y| per uno 
dei lati , quando si eccettuino quelle coniche proprie che passano per B^ sodo 
tangenti a T|. 

Infatti in ogni caso la Y| taglia la conica corrispondente a un punto (/R+d/K) 
di C in due punti rr' distinti infinitamente vicini, mai però coincidenti con B,; 
quindi il coniugato armonico di B3 rispetto a r r' non coincide con B3. 

Nello stesso modo il polo della retta T, non cade in T|. e. d. d. 

8. Fissiamo allora per un campo C un punto B, e una retta T, e per un punto 
( di questo campo, determiniamo i vertici B, B, del triangolo coniugato della co- 
nica (C|\ del sistema G^ corrispondente al punto L 

Siccome questo triangolo è proprio per tutte le coniche corrispondenti ai punti 
del campo C possiamo ad esso riferire tutte le coniche del campo stesso. 

La conica corrispondente al punto I avrà per equazione 

(C,)i s g, , 2/i' + fft2 2/j* -f ff38 !/i* = 
e quella corrispondente al punto (t+dO 



e si avrà evidentemente 



e anche 



(1) 



ai=o 



1 "m9'« = per rjs 



lini gV. = <?r. per r = 8. 



Se ora osserviamo che il triangolo coniugato B'i B't 6, della conica (C,)/^^; è 
infinitamente vicino al triangolo B, B^ B, coniugato alla conica (C{)/ possiamo dire 

che le sVi per r ^ s sono infinitesimi di ordine superiore alle g^^ per r=0 fuori 
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del limito { e quindi neirequazione della conica {C^uai si possono trascurare questi 
infinitesimi di ordine superiore di fronte a^li altri e studiare il modo di tendere al 
limite della conica corrispondente al punto t supponendo in certo modo di consi- 
derare il triangolo coniugato già al limite, e i coeOicienti deirequazione della co 
nica fuori del limite. 

9. Vediamo ora quali sono le formolo che ci permettono di passare dalla equa- 
zione p, 2/,* -f Qx Vt + Qi Vi = alla equazione generale o^.* = 0. 

Indichiamo con §, §, Ss > >Ii Ai ^s I^ coordinato di rette relative ai triangoli delle 
(ac) e {y) si avrà 

3 

(fii)i = ff, y,* + flft !/t* + ffs ys* = 2| gt t/i" = 

' ' 9^ Ot J/s 1 9i 

Siene Wt 5 {Wfi , Wn $ u)ts) 1^ coordinate dei vertici del triangolo (y) relativa 
mente al triangolo (od) ; se poniamo 

dw 

W, = (W„W^W„) 

saranno le coordinate dei vertici del triangolo (x) relativamente a (y) e avremo 
le formule 

^i^^iiVi + Wfl, y, + W^jy, ; y^s v,^a5, + w^x^ + ir,,aj, 

5i s Va )if + wn yit + 1«^« ijs ; »j| s Wi,5, + w,,5t + W.^, 

e quindi 

8 3 

S| SI, Vi» = £, g, (w„aj, + f»„ a?, + fp„ »,) 
e paragonando con a^* = 

3 

Analogamente per il sistema correlativo 

(2) A„=|,^WrtW^ 

1 9i 
VOI. uiv. 40 
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e per il discriminante A 

(3) A = flf, gfjjfjw». 

10. Sìa ora (Ok un punto del luogo 9 = & = e per un campo G interno 
a I determiniamo un punto B3 e una retta T, (N® 7) e sia B« B^ B, il triangolo con- 
iugato alla conica (Cj)/. 

La sua equazione sarà allora della forma 

(0 (C<)/ = ffi 2/,* + gzVt^ 4- ff8!/8* = 

rispetto al triangolo (y) B^ 62 B, e supponiamo le g fuori del limite. 

Sieno ri r\ , r^ r'^ i punti nei quali la conica (C{)| (considerata però nel punto 
I + dt) taglia le rette t/i = 0/2= indicando con p una costante finita dipendente 
dalla natura del sistema di coordinate si ha 

r, s(0 , p^Tb, , prTS;) 

T'.^iO , pf^i; , pTJ^ 

r2=(prA» , prTBi) 

r2's(p?;B3. , pj^) 
Sostituendo questo valore nella (I) si ha 

9» r, B,* r', B/ 

(2) 

C. r,B,*' f.B,* 

Ossmando ora che r, r', r^ r ^ non possono mai coincidere con Bj si hanno 
le 3 ipotesi seguenti possibili 

( uTl J f ivP; = / r, r', = 
!• j 2* j 3' j 

il che traducesi per le (2) nelle seguenti 
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1« Il rapporto — è infinitesimo e ^ è finito. 

2^ l rapporti — .^ sono ambedue infinitesimi. 
9s 9i 

Siccome questo ultimo caso può scindersi in due osservando che i duo rap- 
porti considerati possono essere infinitesimi o dello stesso ordine o di ordine di- 
verso, cosi i diversi modi di degenerazione delie <K>mche del sistema C^ , saranno 
tre e dipenderanno dalle ipotesi seguenti 

(1). Il rapporto ^ è infinitesimo e ^ finito» 

9lL ffs 

(I')* I rapporti ^ ^ sono infinitesimi dello stesso ordine. 
9z 0« 

(II). I rapporti ^ ^ sono infinitesimi di ordine diverso. 
99 9i 

Se con a indichiamo un infinitesimo del 1^ ordine e con m^n^p tre numeri 

positivi e poniamo 

(0 »i = Pia ffi = P«a 9i = h<^^ 

ove Pi p, Ps sono quantità finite , possiamo far dipendere le tre degenerazioni 
(I) (IO (II) dai due numeri tn, e n,. Si ha infatti 

Per la degenerazione (I) m, = n, > 

Per la degenerazione (F) w^ > n, = 

Per la degenerazione (II) m, > W| > 0. 

I numeri m« e n^ si dicono le caraneristiche della conica singolare. 

II numero p che abbiamo introdotto, è evidentemente Tordine minimo infini- 
tesimale delle a^, come risulta dalle (1) N® precedente. 

Se sostituiamo le (1) di questo numero nelle (I) e (2) del N^ precedente e 
passiamo al limite per a=:0 si vede che 

Nella degenerazione (I): La conica (G^)/ si compone di due rette distinte che 
passano per B, e la conica (C^)^ di due punti coincidenti in B|. 

Nella degenerazione (!'): La conica (C^)/ si compone di due rette coincidenti 
con la 2/8 = 0, e la conica (C'^)^ di due punti distinti situati in 2/3 «=0. 

Nella degenerazione (li): La conica (C^/ si compone di due rette coincidenti 
con la 2/3=0 e la conica (C^)/ di due punti coincidenti con B«. 

Si trae da ciò che 

Le degenerazioni (I) e (I') corrispondono tra loro dualisticamente e la dege- 
nerazione (li) corrisponde a sé stessa. 
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e per il discriminante A 

(3) A = gf,fif,flf,f(;V ^ ^ 

10. Sia ora (1)k un punto del luogo <pr 
a I determiniamo un punto B, e una retta / 
iugato alla conica (C^);. 

La sua equazione sarà allora d''/ 

(I) (C,),-:/ 

>'/ 
rispetto al triangolo (y) ' /// 

Sieno r, r\ .r^f / 
I + di) taglia le re*' 
dalla natura del 



^ 



m. 



dualisticamente, 
esimale delle A„- 
Jei numeri n»f e n,. 
jica (Ci)i fuori del limite 



la 



p+Wi-H»f p+m, 



5/ 



.r/^ 



r5=(Vp; , i Vpia**» , O) 
r', = (\/pi , -tVpTo?^ , O) 



con 



i=>Pl 



fii 



jyuque rjf'i è un infinitesimo dell'ordine -^* e potremo dunque porre 



Consideriamo allora il triangolo Bgfjr'g e poniamo angolo (B, , fjf'j) = 6 gi u 

sen 8 : sen ang.(r3 , Bj r,') : : r, r'j : B, t\ 

da cui 

c««« senang.(r,,B3r'g) , 
sen 8 = ^_»_»^ rj r,'. 



rk -1 X senang.rr, , Bar',) , „ . 

Ora li rapporto ^^ — ^ -*< è sempre finito, quindi si può 



Bsfi 



porre 



8en8 = p'a* 
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ci dice che S è uà infinitesimo di ordine -^ ; ma 5 è Tangolo che fanno 
due tangenti condotte da 6^ alla conica (Cj)| quindi : 
teristica ni della conica singolare è il doppio dell'ordine deirinflni- 
golo che fanno tra loro le due tangenti alla conica singolare con- 
nto qualunque, 
te : 

-'.a m, della conica singolare è il doppio dell* ordine inflnitesi- 
tagliata dalla conica su di una retta. 



, e n, sono numeri interi. 
Mne e n, la classe della conica singolare. 
1 sistema C^ non vi potranno essere altre specie di co- 
ora indicate, che appartengono cioè alle tre specie di 



III. Caratteristiohe della condizione. 

12. Quando è data una condizione <p(a) = alla quale devono soddisfare le co- 
niche del sistema C^ , se la funzione ^ delle a non gode del carattere invariantivo, 
Halphen (*) ha dimostrato che con una semplice trasformazione lineare si può 
renderle tale i caratteri. 

Ridotta cosi la <p a una che gode del carattere invariantivo applicando ad 
essa la trasformazione dalle (1) e (2) n"^ 9, si ottiene una nuova funzione 9 delle 
g che non gode più del carattere invariantivo ma la cui forma è più opportuna per 
le ricerche che dovremo fare in seguito. 

13. Supponiamo di aver ridotta la condizione ^ alla forma 

(1) ^ iOi ffi ffa) = 2 A. fif,* flf, g^" = 

oye A| è un coefficiente variabile da termine a termine. 

11 sig. Halphen ha pure dimostrato che tra i coefficienti A, della (1) non può 
esistere alcuna relazione lineare identica e che , essendo le a espresse simmetri- 
camente per le flf se O contiene il termine ffi^fif^ g^ deve contenere anche altri 
S termini che si ottengono dal T permutando gli esponenti ; e ha dimostrato pure 
che se la ^ non si scinde in fattori, lo stesso deve avvenire per la 4. 

14. Indicheremo un termine della 9 con la notazione (icx^) e dei 6 termini ot- 



(*) (1. e. n. 11 e segaenti $ II). 
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tenuti permutando le «x^ intenderemo di considerare quello per il quale si ha 

« > X > 0- 

Se consideriamo quelle condizioni ^ che non si scindono in fattori , è certo 
che nella ♦ vi deve essere almeno un termine (itxo)- 

La condizione correlativa ^' di ^ non deve evidentemente neppur essa scin- 
dersi in fattori e sarà nelle g della forma 

-ir V a' 

15. Vediamo ora in qual modo, ai termini (icx^) ^^ ^ ^^ possono far corri- 
spondere i termini (ic' x' o') di <b' supponendo sempre 

k' >^X' > o'- 
Per passare dalla <b alla ^' basta sostituire alle g , - quindi avremo 

«7 



*' = 2A/-ìrT^ 



e rendendo a forma intera, osservando che se la 4 è dell'ordine e nelle a, e quindi 
nelle g, si deve avere sempre 

ic + X + ^ = ® 

E poiché è TcT x>^o sarà 

e- o>c-x> e — TC. 
Poniamo allora 

^1 = maximum di ic § = min. di (x + o) 

sarà P| + ^ = c e la (1) conterrà allora il fattore 

Sopprimendo questo fattore, poiché la 9' non deve scindersi in fattori si avrà 
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e essendo p, = e - P 

0' = IA.'^/+'-%,»+«-P^.-+^-^ 



e poiché è 



si avrà 



ic + x> o+TC>x + o 



I [ lf = TC + X-P 



con p = min di (x + «) © 

t: + X + <» = e. 

Se indichiamo con e' l'ordine della ^' nelle a e quindi anche 1* ordine della 
V nelle g abbiamo 

e dalle (1) si trae 
(2) c'=2c-3p. 

Dualisticamente si avrebbe 

Ìit = ic' + x' - a 
X = Tl' + 0'-<Jt 
o = o' + X'-a 

con a = min di (x' + o') 
Dalle (3) si ha allora 

(4) c = 2c'-3a. 

Quindi dalle (2) e (4) si trae 

/ 3a = 2c'-c c=a-f2S 

(5) 

( 3p = 2c-c' c' = p+2a 

onde i numeri ce' ; a e ^ corrispondono tra loro dualisticamente. 
I numeri a e ^ si chiamano lo caratteristiche della condisione. 
16. Dalle (1) e (3) del numero precedente si trae facilmente 



( X = l 



ic = a+6-o' Tt' = a + S-o 

(0 : 

i + o'-a x' = * + ^""^ 
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le quali mostrano come : Essendo note le caratteristiche a e ^ della condiiione e 
i numeri tfo' relativi a due termini (Trxo)(Tt'x'o') corrispondenti, sono pur noti i 
numeri icrt'xx'- 

I due gruppi corrispondenti (itxo)(Tc'x'o') li indicheremo allora con la nota- 
zione (ao'), 

IV. Ordine infinitesimale della 4^. Gruppi nnininni. 

11. Abbiamo già osservato come per una conica singolare (C^)/ del sistema 
G{ le Qi Qx gn divengano infinitesime rispettivamente degli ordini 

p + 17»! + ?r, p + m^ p. 

Vediamo ora di quale ordine diviene infinitesima la 4^. 

18. Un termine (i^x^) di 9 diviene evidentemente infinitesimo dell*ordine 

ic(p + m^ + ni) + x(p + tn,) + ap. 

Tra i 6 termini che si ottengono nella 4^ permutando i numeri quello che ha 
Tordine infinitesimale più pìccolo è certo (oxic) e il suo ordine è quindi dato da 

(1) w' = c(p + m^ + n») + x(P + m,) f irp. 

L* ordine infinitesimale della sarà evidentemente 

co = min di to'. 

Facendo uso delle relazioni stabilite al § precedente n® 15 la (1) diviene 

w' = pc + m^ p + mi o' + nio 
e ponendo 

mi + n« e = r 

co' = pc + mi p + r. 

Evidentemente il minimo di co' dipende dal minimo di V e se poniamo 

l = min di V 
si ha 

to = pc + miP-fJ. 

19. Per una conica singolare (C^/ e per una data condizione * diremo {oc'} 
gruppo minimo, quando i valori di g e o' rendono minimo V. 
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È chiaro che il gruppo minimo (oc') può variare da conica a conica singohirc 
rimanere lo stesso per tutte, o almeno per un certo numero di esse. 

Se esiste il gruppo (0 0) esso è il solo gruppo minimo e qualunque sia la co- 
nica singolare considerata si ha sempre 1 = 0. 

In ogni condizione * dovendo esistere i gruppi (Oo')(oO) se le coniche singo- 
lari considerate sono della specie (I) o (I') è evidentemente 1 = 0. 

Dunque le condizioni affinchè I sia zero, sono 

1® La conica singolare considerata è della specie (I) o (1'). 
2^ Nella condizione * esiste il gruppo (00). 

V. Determinazione del numero I^ delle coniche di un sistema C^ 

che sodisfano a i condizioni. 

Determinazione delle caratteristiche del sistema. 

20. Sia C{ il sistema dato e 

*, (I>2 *3 . . . 9i 

i condizioni alle quali devono sodisfare le coniche del sistema C,. 

È chiaro che il numero I^ delle coniche di C^ che sodisfano alle i condizioni 
^ sarà eguale al numero dei punti (l) per i quali sono sodisfatte le equazioni 

(1) 9 = *, = *2 = *i~« = *i = 0. 

Ora poiché O^- è dell'ordine c< nelle a e quindi dell'ordine nCi nelle { il nu- 
mero I^ sarà dato da m*nc, Cj ...c< poiché q? è dell'ordine n. 

Da questo numero però andranno tolte tutte quelle coniche corrispondenti a 
quei punti (0 di <p per i quali tutte le a, si annullano , poiché tali coniche sodi- 
sfano in certo modo a qualunque condizione. 

Tali punti (0 appartengono al luogo 9 = 1 = e quindi ad essi corrispon- 
dono coniche singolari. 

Dalla semplice definizione di punto multiplo di un luogo geometrico risulta il 
teorema : 

Se una funzione f{l) diviene infinitesima di ordine w in un punto {l + di) di 
un luogo 9(0 = 0, il luogo f{l) = passa per l e ivi ha un punto multiplo secondo (o. 

Allora se con (o^ Uj ... (o^ indichiamo l'ordine infinitesimale delle in quei 
punti (t + di) per i quali tutte le a divengono infinitesime, avremo, indicando con 
(!> la moltiplicità di 9 nel punto I, tenendo conto delle singolarità di ordine supe- 
riore se vi sono, e intendendola moltiplicata per r -{- 1 se r è l'ordine di contatto 
della 1 con 9 nel punto l 

I, = m*n e, C2 ... Ci - 2 (co, Wj ... co/) to 
VOL. xxiv. 41 
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ntendendo estesa la I a tutti quei punti £ di 7 per i quali tutte le a divengono 
nulle. 

21. Indichiamo con a^^^ le caratteristiche della condizione 0^, abbiamo già 
veduto che è 



e ponendo 



avremo 






ovvero sviluppando 

il = 2 64 62 .,. 6^(1) -f 2 61 bi ... b^-., l<ci} + ... + 261I2I3... Ij wH- 2 ti/j ... l,(o 

ponendo 

L<= 2 6, 62 ... 6f.4 1^(0 + + 2 {« {2 ... 1^(0 

si ha 

iA = 2 6, 62 . . . 6j- w + L/ 
e quindi 

(1) l| = m*nci C2 ... c^ — 2 &, 6, ... 6<w - L^ 

È chiaro che per l'annullare di L^ è necessario che si annullino tutte le l 
cioè che sieno sodisfatte le condizioni date al n^ 19. 

22. Supponiamo ora che le i condizioni 4^ esprimano passaggi per punti 
contatti con rette, allora evidentemente L,- è zero. 

Il numero e relativo al passaggio per un punto al contatto con una retta 
è 1 2 rispettivamente e p , 1 rispettivamente. 

Avremo quindi dalla (1) del numero precedente per la caratteristica |ij_r,r 
del sistema 

(I) v.i,r,T = 2' m*n - 2 p<-' (2p + m^Y co 

quando per le 6 si sieno posti di nuovo i loro valori. 

Sviluppando ora (ap + m,)*" e facendo uso della notazione 

2p'^m/w = (P*M*) 
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la (t) da 

(2) l»<-r.r = m*n2'- J2'(P*) + 2'"' (j) (P*-'M) + ... + 2(,) (P'-'+'M'"') + (P'-'MOJ 

e ponendo in questa r = 

|)i,. = m'n-(P*) 

sostituendo quindi nella (2) si ha 

(3) 2'-' (;)(P'-«M) + r-* (2) (P*-»M») + .. . + (P*-'M') = r pL„ - l^v-r.r- 

Se nella (3) poniamo successivainente r = l ,2,3... t si hanno le eguaglianze 
(P'-'M) =2ii<o-|*i-.., 

2 (?)(P'-«M) + (P'-«M*) = 2» v^„ - ,1,..,, 

(i) \ 2«(5)(P'-M) + 2(|)(P*-»M») + (P'-»M') =2»n,o-l*t-»,» 



\ 2*-' (f).(P'-*M) + 2*-» (2)(P'-*M») + 2'-»(3)(P'-»M») + ... + M* = 2* pi,, - jiio.. 

I numeri (P'~'M') sono i, e legati dalle i equazioni lineari (4). Il determinante 
dei cofOcienti è 



(5) 



1 











<0 


1 








H5) 


'© 


1 






= 1 



2-(i) *'-C.) ^'-(1) ■• ■ 

quindi il valore di (P'"'M') si troverà sostituendo alla s««»™» colonna del determi- 
nante (5) i secondi menobrl delle (4). 
Poniamo per brevità 



(6) 



2* l^to — V'i-s.i — K* 
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e per il discriminante 1 

(3) ^ = 9i9t9s^^' 

10. Sia ora (1)k un punto del luogo <p = 1 = e per un campo C interno 
a I determiniamo un punto B, e una retta Yi (N^ 7) e sia Bi B^ B, il triangolo con< 
iugato alla conica (C^)/. 

La sua equazione sarà allora della forma 

(1) iGi)i = ffi 2/«* + Ot Vt^ 4- 9, 2/s* = 

rispetto al triangolo (y) B| Bj B, e supponiamo le g fuori del limite. 

Siene r^ r\ , r^ t\ i punti nei quali la conica (C^)^ (considerata però nel punto 
l + dl) taglia le rette 2/1 = y^-O indicando con p una costante finita dipendente 
dalla natura del sistema di coordinate si ha 

r, s(0 , p^TBj , fr^t) 
r\ = (0 , pFfil , pTifi^) 
^=(P^8» , prVB;) 

Sostituendo questo valore nella (I) si ha 

ff« r.B,* r'.B,* 

(2) 

ff» r,B,*' r'jB,» 

Osservando ora che r, r', r, r', non possono mai coincidere con B, si hanno 
le 3 ipotesi seguenti possibili 

;F~J^Jo /JTF. = /r,r', = 

2' ! 3» ' 

> 

il che traducesi per le (2) nelle seguenti 




r,r',^0 fr,r', = 
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1® Il rapporto — è infinitesimo e ^ è finito. 

2® I rapporti — .— sono ambedue infinitesimi. 
9i 9i 

Siccome questo ultimo caso può scindersi in due osservando die i due rap- 
porti considerati possono essere infinitesimi o dello stesso ordine o di ordine di- 
Tcrso, cosi i diversi modi di degenerazione delle eoniche del sistema G^ , saranno 
tre e dipenderanno dalle ipotesi seguenti 

(I). Il rapporto — è infinitesimo e — finito, 
^99 9i 

d'). I rapporti — ^ sono infinitesimi dello stesso ordine. 
• 9z 9t 

(II). I rapporti ^J ?1 sono infinitesimi di ordine diverso. 
9z 9^ 

Se con a indichiamo un infinitesimo del 1^ ordine e con tn, nip tre numeri 

positivi e poniamo 

ove Pi p, Ps sono quantità finite , possiamo far dipendere le tre degenerazioni 
(I) (IO (II) dai due numeri m| e n,. Si ha infatti 

Per la degenerazione (I) mi = n, > 

Per la degenerazione (F) m, > n^ = 

Per la degenerazione (II) m^ > rii > 0. 

I numeri mi e n^ si dicono le cara(/eri8{tc/ie della conica singolare. 

II numero p che abbiamo introdotto, è evidentemente l'ordine minimo infini- 
tesimale delle Off come risulta dalle (1) N® precedente. 

Se sostituiamo le (1) di questo numero nelle (1) e (2) del N® precedente e 
passiamo al limite per a = si vede che 

Nella degenerazione (I): La conica (6^)^ si compone di due rette distinte che 
passano per B| e la conica (C'^)^ di due punti coincidenti in B|. 

Nella degenerazione (V): La conica (C^)^ si compone di due rette coincidenti 
con la 1/8 = 0, e la conica (C'^i di due punti distinti situati in y^^O. 

Nella degenerazione (II): La conica (C^/ si compone di due rette coincidenti 
con la i/s = e la conica (C^)/ di due punti coincidenti con B|. 

Si trae da ciò che 

Le degenerazioni (I) e (V) corrispondono tra loro dualisticamente e la dege- 
nerazione (II) corrisponde a sé stessa. 
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L'equazione della (C\)i può porsi sotto la forma 

e i suoi coefflcienti sodo inflnitesimi degli ordini 

2p + mi 2p f m^ + tii 2p + 2m| + n^ 

ovvero ponendo Pi = 2p + w, degli ordini 

Pt Pi + n, p, + w, + Wi 

Le caratteristiche m, e n, corrispondono tra loro dualisticamente. 
Il numero Pi = 2p + in, è Tordine minimo infinitesimale delle A^,. 

11. Vediamo quale è il significato geometrico dei numeri mi e n^. 
Indichiamo con r^ r'3 i punti nei quali la conica (CJ/ fuori del limite taglia 
la retta 1/3 = e siccome si ha 

(C<)/ = P, a !/i* + Pi a !/2* + Psa'^Vi* = 

sì avrà pure 

r, =(>/?; , ì VPt»**' • 0) 

»*'» = ( Vpi , -t Vpi«^* . 0) con t=>/^ 

dunque r^r^i è un infinitesimo dell' ordine -^* e potremo dunque porre 

51. 

»-8»''s = pa* . 

Consideriamo allora il triangolo B^rjr'^ e poniamo angolo (63 » r3r'3) = 8 si ha 

sen 6 : sen ang.(r3 , B3 r3') : : fj r\ : B3 r\ 

da cui 

Ora il rapporto ^^"^°p^^' ' -^- è sempre finito, quindi si può porre 
i>3r3 

8en8 = p'a^ 
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la quale ci dice che 6 è ud infinitesimo di ordine -^ > ™^ ^ ^ Tangolo che fanno 
tra loro le due tangenti condotte da B, alla conica (C^^ quindi : 

La caratteristica ni della conica singolare è il doppio dell'ordine dell* infini- 
tesimo, dell* angolo che fanno tra loro le due tangenti alla conica singolare con-, 
dotte per un punto qualunque. 

Dualisticamente : 

La caratteristica m, della conica singolare è il doppio dell* ordine infinitesi- 
male della porzione tagliata dalla conica su di una retta. 

Segue da ciò che : 

Le caratteristiche tn, e n, sono numeri interi. 

Chiameremo m^ l'ordine e n, la classe della conica singolare. 

È chiaro infine che nel sistema C^ non vi potranno essere altre specie di co- 
niche singolari oltre quelle ora indicate, che appartengono cioè alle tre specie di 
degenerazioni (1) (!') (II). 

III. Caratteri etiche della condizione. 

12. Quando è data una condizione (p(a) = alla quale devono soddisfare le co- 
niche del sistema C^, se la funzione ^ delle a non gode del carattere invariantivo, 
Halphen (*) ha dimostrato che con una semplice trasformazione lineare si può 
renderle tale i caratteri. 

Ridotta cosi la 4^ a una 6 che gode del carattere invariantivo applicando ad 
essa la trasformazione dalle (1) e (2) n^ 9, si ottiene una nuova funzione 4^ delle 
g che non gode più del carattere invariantivo ma la cui forma è più opportuna per 
le ricerche che dovremo fare in seguito. 

13. Supponiamo di aver ridotta la condizione (|/ alla forma 

(1) «^teiJ7iff«) = 2Aifif4*ff, ffs'' = 

oye A| è un coefilciente variabile da termine a termine. 

Il sig. Halphen ha pure dimostrato che tra i coefficienti A« della (1) non può 
esistere alcuna relazione lineare identica e che , essendo le a espresse simmetri- 
camente per le 9 se $ contiene il termine g^ g^ g^ deve contenere anche altri 
S termini che si ottengono dal 1^ permutando gli esponenti ; e ha dimostrato pure 
che se la ^ non si scinde in fattori, lo stesso deve avvenire per la 4^. 

14. Indicheremo un termine della 4^ con la notazione (jc^a) e dei 6 termini ot- 



(•) (1. e. n. 11 e seguenti 5 H). 
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tenuti permutando le «xo intenderemo di considerare quello per il quale si ha 

w > X ■> 0. 

Se consideriamo quelle condizioni ^ che non si scindono in fattori , è certo 
che nella 4 vi deve essere almeno un termine (icx^). 

La condizione correlativa (|/' di 4^ non deve evidentemente neppur essa scin- 
dersi in fattori e sarà nelle g della forma 

15. Vediamo ora in qual modo, ai termini (icxo) di si possono far corri- 
spondere i termini (ic' x' e) di <b' supponendo sempre 

it' >^x' > ^'* 
Per passare dalla $ alla <b' basta sostituire alle g , - quindi avremo 



*'^2A/-irr 



Oi'^gt'gz' 



e rendendo a forma intera, osservando che se la $ è dellordine e nelle a, e quindi 
nelle g, si deve avere sempre 



E poichò è Tc"> x>^« sarà 

c-o>c-x>c — K. 
Poniamo allora 

^1 = maximum di ic p = min. di (x + o) 

sarà Pi + P = c e la (1) conterrà allora il fattore 

Sopprimendo questo fattore, poiché la 4^' non deve scindersi in fattori si avrà 



Digitized by 



Google 



e essendo ^, = e - ^ 
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si avrà 
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*' = IA/j7/+^-^,^--Pj7.*^*-'' 



it + x> 04ic> x + ^J 



l Tt' = Tt + X - P 

(1) X' = « + <'-P 

[ o'^a + x-P 
con p = min di (x + o) e 

ir + X + <' = c. 

Se indichiamo con e' Tordine della 4^' nelle a e quindi anche Y ordine della 
V nelle g abbiamo 

it' + x' + <^ = C 
e dalle (1) si trae 
(2) c' = 2c-3p. 

Dualisticamente si avrebbe 

ÌK = TC* + X' - « 
5^ = ic* + o' - a 
o = o'4-x'-a 

con a r= min di (x' + o') 
Dalle (3) si ha allora 

(4) e = 2c' - Sa. 

Quindi dalle (2) e (4) si trae 

/ 3a=: 20^-0 c=a+2S 

(5) 

( 3p = 2c -e' c'=:p + 2a 

onde i numeri ce' ; a e p corrispondono tra loro dualisticamente. 
I numeri a e p si chiamano lo caratteristiche della condizione. 
16. Dalle (1) e (3) del numero precedente si trae facilmente 



l X = ( 



Tcr=a + p-o' it' = a + p-o 

(0 ! 

l + o'-a x' = « + ^-^ 
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le quali mostrano come : Essendo note le caratteristiche a e ^ della condizione e 
i numeri tfo' relativi a due termini (tcx^)(^'x'<'') corrispondenti, sono pur noti i 
numeri tcti'xx'- 

I due gruppi corrispondenti (icxo)(n'x'^') ^^ indicheremo allora con la nota- 
zione (ao'). 

IV. Ordine infinitesimale della 4^. Gruppi mininni. 

11. Abbiamo già osservato come per una conica singolare (0^)^ del sistema 
G{ le Qi gx 98 divengano infinitesime rispettivamente degli ordini 

p + r»! + ?i, p + m^ p. 

Vediamo ora di quale ordine diviene infinitesima la $. 

18. Un termine (icx<') di $ diviene evidentemente infinitesimo dell'ordine 

Tr(p + m^ -f n») + x(p + m,) + ap. 

Tra i 6 termini che si ottengono nella 9 permutando i numeri quello che ha 
Tordine infinitesimale più piccolo è certo (oxit) e il suo ordine è quindi dato da 

(1) w' = c(p + W| + n4) + x(P + '^i) ^^P- 

L* ordine infinitesimale della $ sarà evidentemente 

co = min di to'. 
Facendo uso delle relazioni stabilite al § precedente n® 15 la (1) diviene 

io' = pc + wii p + m» o' + n^o 
e ponendo 

m, + n, = r 

co' =pc + m^^ + l\ 

Evidentemente il minimo di co' dipende dal minimo di V e se poniamo 

I = min di V 
si ha 

to = pc-f rW|P-fJ. 

19. Per una conica singolare (C^/ e per una data condizione * diremo (ao') 
gruppo minimo, quando i valori di g e o' rendono minimo {'• 
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È chiaro che il gruppo minimo (oc') può variare da conica a conica singohirc 
rimanere lo stesso per tutte, o almeno per un certo numero di esse. 

Se esiste il gruppo (0 0) esso è il solo gruppo minimo e qualunque sia la co- 
nica singolare considerata si ha sempre 1 = 0. 

In ogni condizione * dovendo esistere i gruppi (Oo')(oO) se le coniche singo- 
lari considerate sono della specie (I) o (l') è evidentemente 1 = 0. 

Dunque le condizioni affinchè I sia zero, sono 

1** La conica singolare considerata è della specie (I) o (1'). 
5® Nella condizione * esiste il gruppo (00). 

V. Determinazione del numero I,- delle coniche dì un sistema C| 

che sodisfano a i condizioni. 

Determinazione delle caratteristiche del sistema. 

20. Sia Ci il sistema dato e 

*l ^2 *3 • • • ^i 

i condizioni alle quali devono sodisfare le coniche del sistema C,. 

È chiaro che il numero I«- delle coniche di C^ che sodisfano alle i condizioni 
^ sarà eguale al numero dei punti (l) per i quali sono sodisfatte le equazioni 

(1) 9 = O, = *2 = **-«=0 *^ = 0. 

Ora poiché 0^ è dell'ordine c^ nelle a e quindi dell'ordine ?ic^ nelle I il nu- 
mero I^ sarà dato da m*nc, c^ ...c< poiché 9 è dell'ordine n. 

Da questo numero però andranno tolte tutte quelle coniche corrispondenti a 
quei punti (0 di <p per i quali tutte le a, si annullano , poiché tali coniche sodi- 
sfano in certo modo a qualunque condizione. 

Tali punti (/) appartengono al luogo 9 = 1 = e quindi ad essi corrispon- 
dono coniche singolari. 

Dalla semplice definizione di punto multiplo di un luogo geometrico risulta il 
teorema : 

Se una funzione fil) diviene infinitesima di ordine (o in un punto (l + di) di 
un luogo 9(0 = 0, il luogo f(l) = passa per l e ivi ha un punto multiplo secondo w. 

Allora se con (o^ ta^ ... to^ indichiamo l'ordine infinitesimale delle 4> in quei 
punti (i + di) per i quali tutte le a divengono infinitesime, avremo, indicando con 
IO la moltiplicità di 9 nel punto {, tenendo conto delle singolarità di ordine supe- 
riore se vi sono, e intendendola moltiplicata per r-{-l se r é Tordine di contatto 
della A con 9 nel punto { 

ìi = m*n e, c^ ... C| - 2 (co, toj ... co/) co 
VCL. XXI v. 41 
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ntendendo estesa la Z a tutti quei punti L di 9 per i quali tutte le a divengono 
nulle. 

21. Indichiamo con a^^^ le caratteristiche della condizione 0^, abbiamo già 
veduto che è 



e ponendo 



avremo 



6,. = pc,. + m4pf 
Ài = £((01 CO2 ... iOi)M 



ovvero sviluppando 

^2 = 2 6, 62 ••• '^iW + 2 ^t &t ••• ^i^\ t< w-h ... + Iftil^ls ... t< (0 4- 2 t, /, ... 1,(0 
e ponendo 

L| = 2 6| 62 ... 6^_4 l^w + + St^ Ij ... 1,(0 

si ha 

ìa = 2 6, bj . . . 6j. (0 + L/ 

e quindi 
(1) lf = m*nc^ C2 ... c^ — £ ft^ò, ... 6, (o- L, 

£ chiaro che per l'annullare di L, è necessario che si annullino tutte le l 
cioè che sieno sodisfatte le condizioni date al n^ 19. 

22. Supponiamo ora che le i condizioni $ esprimano passaggi per punti 
contatti con rette, allora evidentemente L^- è zero. 

Il numero e relativo al passaggio per un punto al contatto con una retta 
è 1 2 rispettivamente e p , 1 rispettivamente. 

Avremo quindi dalla (1) del numero precedente per la caratteristica ji^^^r 
del sistema 

( I ) iit/-r,r = ^^ wi*n - 2 p*-** (2p + m,)' (o 

quando per le 6 si sieno posti di nuovo i loro valori. 

Sviluppando ora (ap + m^Y e facendo uso della notazione 

Ep''m/(o = (P*M*) 
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la (t) da 

(2) Vi-r,r = m*nr - J2'(P*) + 2'-' (j) (P'-'M) + ... + 2(5) (P'-'+'M'"') + (P'-'M')j 

e ponendo in questa r = 

|x,„ = m*n-(P') 

sostituendo quindi nella (2) si ha 

(3) 2'-» (;)(P'-'M) + r-* (2) (P'-»M») + ... + (P*-'M') = 2' [i^o - [>-i-r,r' 

Se nella (3) poniamo successivamente r = l , 2, 3...t si hanno le eguaglianze 
; (P*-'M) =2itio-l*i-i,i 

2 (?)(P*-«M) + (P'-«M«) = 2» V.,, - ,iL,_,,, 

(4) { 2»(5)(P'-M) + 2(|)(P*-»M«) + (P'-»M') =2»^o-l**-M 

\ 2*-' ({).(P'-'M) + 2*-» (2)(P*-*M*) + 2'-»(3)(P*-»M») + ... + M< = 2< pi,, - li», 

I numeri (P'~'M') sono i, e legati dalle i equazioni lineari (4). Il determinante 
dei cofficienti è 



(5) 



1 











KD 


1 








H5) 


'© 


1 






= 1 



,-.(•) 2W(<) ,.-.(1) .. , 

quindi i) valore di (P*"'M') si troverà sostituendo alla s*»»™» colonna del determi- 
nante (5) i secondi raenobri delle (4). 
Poniamo per brevità 



(6) 



2' |*,o " \^i-B,i — ^r 
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Se nella (1) del n^ 21 sostituiamo alle 6 i loro valori e effettuiamo i prodotti, 
si ha ricordando che è pt^^ = m*n — (P') 

(7) I,= c,c,C3...c,iJL,,-{(P-*M) 2(c),„,(f).+(P<-^M*)2;(c),,,(P),-h.„(M0 2(PW-L, 

ove 2(c)<_,(P), rappresenta la somma dei prodotti che si ottengono prendendo i-s 
delle e e 8 delle ^ con quegli indici esclusi per le e, dovremo cioè fare tutte le 
combinazioni i — s , i - s delle e e completare il prodotto con s delle p nel modo 
indicato. Segue quindi che in 2(c)^_,(^), non vi sono due termini eguali. 

Se nella (7) in luogo di {P*"'M') poniamo i valori precedentemente trovati si 
avrà I^ espresso per le e , p e pi. 

Vediamo come può farsi con un artifizio di calcolo questa sostituzione. 

Consideriamo la matrice 



(8) 



1 








fc» 


K?) 


1 





k. 


.-.(.,) 


^-.(•) 


1 


h, 



che ha t + 1 colonne e % linee. 

Se in questa matrice sopprimiamo la colonna s«*i"** (ad eccezione dell' ultima) 
si ottiene un determinante dell'ordine i che differisce solo nel segno dal valore 
di (P*-'M'j. 

Infatti il determinante che da (P*""*M') dalla (5) ha tutte le colonne eguali a 
quelle ottenute dalla matrice (8) sopprimendo la colonna s<«»°>* e solo la colonna 
delle k occupa in questo caso Tultimo posto in luogo deli' b«»»°»<> , quindi se il de- 
terminante ottenuto dalla (8) sopprimendo la colonna s«*»™* , si moltiplica per (-1)'"* 
si otterrà in valore e in segno (P*~'M*). 

Consideriamo allora il determinante 

(-!)<- 2 (c),.,(P\ ; (-l/-*2(c),,,(?),... ; (-1/-*2:(P), ; 
1 . . . fc, 



(9) 



2 



G) 



'-'(•.) 



I 



2<-: 



•© 
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dellordine t+1. Sviluppato che esso sia rispetto agli elementi della prima linea» 
rappresenterà il secondo termine della (7) colla differenza però che in luogo di es- 
sere i coefficienti delle 2(c)^_f(p), tutti positivi sono alternativamente positivi o ne- 
gativi. Moltiplicando allora gli elementi della prima linea di (9) rispettivamente per 



(-!)• (-1)* (-1)^ 



(-ly 



*-* 



il determinante (9) cosi modificato rappresenti il secondo termine della (7) , e 
si avrà 



(10) I,=c,c,C3..c<iJi,.o-(-ir* 



^(c).--i(?), 

1 



<f) 



2(c),_,(P), ; ... ; mi ; 

... fc, 

1 ... fc. 



2.-.Q 2-.(|) 



1 



fc,' 



-L. 



Ecco cosi ridotta I^ funzione delle e, ^ e ijl. 

Se osserviamo poi che è c = a + 2p potremo esprimere I< per mezzo delle 
a, p e (JL. 

23. A tale scopo esprimiamo prima per a e 3 la somma 

*ia = 2(c),,.(P),. 

Prendiamo a considerare un termine (c),'_,(P), di 0^, e indichiamo con [i-s] 
il gruppo di numeri formato dagli indici presi per le e e con [s] il gruppo formato 
dagli indici delle ^, ponendo allora per e, a +2^ si ha 

(11) (c),..=2'(a),.,+22'{a),.,.,(P), + ... 4- 2'S'(a),.,.,(P), + ... + 2'-'2:'(p),., 

ove però gli indici delle a e p nelle S' vanno presi nel gruppo [i— s] onde in ge- 
nerale un termine qualunque di 0,, si potrà porre sotto la forma 



(12) 



i-8 



Sviluppando le doppie 2] si ottengono evidentemente termini della forma (12) 
(a)i-r (P)f ^ g'* i^<lic' ^^"® a e p sono tutti diversi tra loro in uno stesso termine. 
Ora quanti sono i termini della forma (12) nello sviluppo di (c)^., (p),? 
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È facile vedere die essi sono tanti quante sono le combinazioni di i-s elementi 
ad i-8-t ovvero (*7^)- In questo caso gli indici che compariscono nei ter- 
mini («)<-,-! (?)i sono presi nel gruppo [*-s], ma di questi gruppi se ne possono 
formare (.;l.o) = (s) dunque in 4>,-g i termini della forma (a),_,_^ (P),^, sono in 

numero di (») (*;«) . 

Ora in <!>,., non vi è ragione alcuna perchè un aggruppamento (af) vi compa- 
risca un certo numero di volte e un altro un numero diverso di volte, onde poiché 
tutti gli aggruppamenti diversi («)<-,-« (?),+i che si possono formare con i—s-l 
delle a Q s + t delle ^ sono date dal numero 



e sappiamo che si ha 



\i-s-'t) \s±a) 



C)cr)=c:.)c:') 



in <bfg il termine (a)^.,.| (P),+| vi comparisce f^l" J volte e avremo quindi dunque 
Analmente 



i-8 

(1 3) *,. = 2 (c),_, (P). = 2^ 2'(« + ') S («),_,_, (?).,, 



per s = si ha 

e, r,c, ... c< = 2:(a)i + 2 2(a),_,(p), + . . . + 2* E(p), 

come è facile verificare direttamente. 

24. Ponendo nella (10) per le k i loro valori e in luogo di S(c),_,(P), , *„ si 
ha facilmente 

*<i *,f . • • *« 

1 ... 2 



(14) I<=l/rt*,o + (-«)* 



2'-(;) 2-f,) 



1 2* 
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*« *« • • . *<.t-i */< 

1 . . . v^^. 



H\) ^'-(l)..- KO ' '« 



-L. 



Il coefficiente di i/^_,, che indicheremo con O»-,^, nello sviluppo di I^- dovrà 
trovarsi nel secondo termine della (14) e sarà un determinante che si otterrà dal 
determinante 



(15) 



*« 


♦,. 


*., 


• ^t,i-i *« 





1 











^-1,. 


KD 


1 








V-i-t,t 


• 


^■.(-') 


.-Ci') .. 


• • • 




V-i-M 


..-.(•) 


^-(1) 


»-(l) • 





Vi-.,, 


K'f) 


5-C5') 


^-(T) •■ 





\h-t-t 


,.-.(<-) 


■^-CiO 


^-(Y) •■ 


• • • 4 




\h,i-t 


,-.(<-t) 


^-C^') 


^-Ci') ■• 


1 


l^l.<-1 


..-.(•) 


2-(l) 


1 y 1 \MSmB i: 


■ K.U) 


l^o< 



.«-1 



sopprimendo la (i + l)*'^"* colonna e la (s+iy'°* linea e questo determinante avrà 
il segno (~l)'*+«+'^*=(-l)*'^'; onde intanto il segno di C,.,^, sarà 

(-1)-^(-l)*+•=^(-^)*-^ 
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II determinante così ottenuto che dà il valore assoluto di C^.,^, può svilup- 
parsi secondo gli elementi della prima linea cioè secondo le $; ma è facile vedere 
che in questo determinante gli elementi reciproci delle 0,,. per r<s sono determi- 
nanti nulli, quindi lo sviluppo di Cj_,^, non comincerà che con <!>,., al cui elemento 
reciproco deve attribuirsi il segno (-1)*"*"*. 

Se ora nel determinante C^_,^, sopprimiamo la (g-fr)©»»»* colonna e la prima 
linea il nuovo determinante che si ottiene è l'elemento reciproco di *,-,,+r, ele- 
mento che indicheremo con A, ,.. 

Dalla semplice ispezione del determinante (15) si vede che il valore assoluto 
di A,^^ si otterrà sopprimendo la (r+l )«>'»* colonna nella matrice 



(16) 



et') 



..(t^) 



<'f) 



^ \i-s-\) - \Ì-8-'2j 



2 



C) 



che ha i-s linee e i-8+l colonne. 

Se in questa matrice si sopprime la (r+l)®*^""* colonna e si sviluppa il deter- 
minante Igf secondo Tultima linea a partire da destra, è facile vedere che si ba 



(H) 1.,,= 



<'f) 



ir) 



r{r) 



''-'Crt\) 













'-CnT') «'-(Ti') ■•■ K"r') • 



^■(T) 5 



Cr) 



quindi in ultima analisi A^ ,. è un determinante dell'ordine r. 

Se osserviamo ora che Felemento reciproco di *^, nel determinante C<-,,« ^ 
uno, che il segno deirelemento reciproco A,^^ di O^^^+r è (-l)'"*^'*'*** ponendo Art=^ 
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si ha 

poiché gli elementi reciproci di 0^^ in G^.,^, per r<s sono zero. 
Alla relazione precedente si può dare la forma 
(18) C...,,. =: *,, A,,o - *<,.+, A.,, + *,,.+, A,,, - ... + Hiy-'.*.. A,^,.,. 
Poniamo ora 

la relazione (13) prende la forma 

«., = R« + 2 e + ^) R,.,+. + ... + 2'-' (. [ J R„. 

Sostituiamo nella (18) alle questo valore, e cerchiamo quale è il coefficiente 
di R/,s4.r in questo sviluppo, si vede facilmente che è dato da 

(19) 2' {' + ^) A..„ - 2- (; + ;•) A.,+ ..-, (-0- 2(« ; '•) a.,,_, + (-dm.,,. 

In questa espressione i coefficienti delle A sono gli elementi dell' ultima linea del 
determinante A, ,.+,. 

Considerando il determinante A, ,.^, si vede facilmente che i determinanti re- 
ciproci degli elementi della sua ultima linea sono appunto 

A,o . - A,. , A., (-1)*-' A,^,,, ; (-l)^A,^, 

dunque la (19) per un noto teorema sul determinanti, è zero. 

Ciò succede per ogni valore di r ad eccezione che per r=0 nel qua! caso il 
coefficiente di B^^ è 1 ; dunque in ultima analisi si ha 

C<-«,« = R<,« 

cioè: Il coefficiente di it,_,^, nello sviluppo della (i4) è I(a)|^,(P),. 

Per il coefficiente di \Iiq si potrebbe operare analogamente, ma del resto os- 
servando che y-oi ha per coefficiente S(P)^ e che le a e ? ,1^,0 ® \^oi si corrispon- 
dono dualisticamente il coefficiente di [jl^o ^^^^ ^(^)/- 

Potremo dunque scrivere finalmente 

1/ - ;^,o S(a), + li...,,, l{a)U^), + . . . [X,,,., £(a),(p),., + jXo* ^(P), - L, 

VOL. XXIV. 42 
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ovvero sotto altra forma 






o'' 



55. Il valore da noi trovato per I< comprende la formula di Chasles per i 
sistemi (oo)^ e quella di Cremona per i sistemi (cx>)*, alle quali però si è ag- 
j>iunto il termine L di correzione introdotto da Halphen ai sistemi (oo)» e agli 
strati razionali dal Del Pezzo, che non ne ha però determinata la forma. 

26. La determinazione delle caratteristiche , si può fare nei casi particolari 
mediante la formula 

trovata al numero 'i2. 

27, Osserviamo per ultimo che il numero L^ potrà esprimersi per le (P*"* M') 

e quindi per le [i quando le coniche singolari corrispondenti ai punti nei quali 

tutte le a si annullano, hanno tali caratteristiche m^ e n, che per ogni condizione 

% esista un solo gruppo minimo, (o^ , o^) diverso da zero. 

i 
In questo caso L^ diviene un polinomio della forma £«. |ji^.,. ^ S^ ove le S sono 

* 



espresse per le a ^ e o e quindi !,• prende la forma 

i 



Quando L^ sia zero, cioè in tutte le 4^ esista il gruppo (0 0} o le coniche sin- 
golari che hanno influenza sulla determinazione di I^ non sieno che della specie 
(I) (r) allora si ha 



(2) 1^=2 ^-r,rS(a),.,(P), 



o*' 



che è la formula di Chasles generalizzata, che per la forma però coincide con 
la precedente. 

Nel caso che t— 1 delle ^ o delle a sieno zero e 1^=0 si hanno ancora le (1) 
(2), e ìi si cambia in un prodotto di due fattori , e si ha cosi la formula di 
De Jonquières generalizzata. 
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VI. Sistemi semplioemente infiniti. Teorema dì Halphen. 
28. Nel caso dei sistemi (oo)« dalle formule generali trovate si ha 

lx,o ^mn- (P) , [Xo, = 2 mn - (P») 

L| = 2i{(o con i = min dì (miO' + niO). 

Se però osserviamo in questo caso che le coniche singolari del sistema sono 
in numero finito e che 9 e A sono curve deir[ordine n e 3m rispettivamente, 
avremo 



ovvero 



e poiché è 



si avrà 



e dualisticamente 



3mn := S (3p + 2m, + n,) w , 

3wm = 3(P) + 2(M) f (N) ; 
ix.o ^mn^ (P) , 
l^,o = 2(M) + (N), 
lio,--=2^N) + (M), 



ove evidentemente i numeri (M) (N) rappresentano le somme degli ordini e delle 
classi delle coniche singolari del sistema. 

$9. 11 significato attribuito prima ai numeri (H) e (N) (•rnon è vero in tutti 
i casi, poiché essendo 

(M) + (N) = [i,o + 1^01 e 1^0, + iÀ,o = imn - ((P) + (P,)) 

il numero delle coniche singolari del sistema che è 3mn non può essere (M)+(N) 
altro che per P^ = ; giacché (M) si diceva rappresentare il numero dello rette 
doppie e (N) il numero dei punti doppi. Ciò rimane vero solo quando nel sistema 
non esistano coniche singolari della specie (II). 



(•) Vedi Clebsch. Legons sur la geometrie T. II. p. 116. 
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30. Sarà sempre possibile (indipendentemente dalle difDcoltà analitiche alle 
quali andremo incontro) di determinare un sistema (oo)* del quale sieno date le 
caratteristiche (m^ r?,) di tutte le sue coniche singolari , e una condizione 4& con 
tali gruppi (co') che uno solo di essi sia minimo rispetto ai numeri (m, tì,). 

In questo caso essendo (co') il gruppo minimo si avrebbe 

L = 2 (m,o' + Ti,o) u) + o'(M) + o(N) 

e quindi sarebbe, poiché è 

(M) = 2|x,,-iA,, , (N) = 2iio.-lit.o 

I = Fio i a-(2o' - 0) ! +[JL,, I p - (2a-.(3') ! 

e anche in questo caso si ha dunque la formula di Ghasles. 

Riepilogando: le condizioni necessarie e sufficienti affinchè per un sistema C, 
e per una condizione 9 abbia luogo Tenunciato di Chasles sono 

V La condizione * contiene il gruppo (0 0). 
2® Nel sistema 0, non esistono ^coniche singolari della specie (II). 
3® Il sistema e la condizione sono tali , che esiste un sol gruppo minimo 
{ao') diverso da (00). 

Le prime due solamente sono state enunciate da Halphen, che le ha poste 
sotto le due forme seguenti : 

Pour que la formule de U. Chasles s*applique à une condition donneo quel- 
que soit le système , il faut et il sulfil que le nombrc des coniques satisfaisant à 
<b et touchant une courbe en deux points donnés soit le méme que colui des co- 
niques satisfaisant à et ayant avcc une courbe donnée et en un point donne, 
des contacts du troisième ordre. 

Pour que la formule de M. Chasles s'applique à un système donne quelque 
soit la condition, il faul et il svffil que le nombrc des coniques de ce système tel- 
les que le sinus des angles sous lesquels ellcs sont vues d' un point fixe , soient 
danè un rapport donne avec Ics segments qu*elles interceptent sur une droite fixe, 
soit égal à 

Queste condizioni sono dunque solamente sufficienti ma non necessarie. 

31. Facendo uso delle due curve introdotte da Halphen (1. e. n° 29), che 
sono una u dipendente dal sistema (attachce à un système) e una f dipendente 
dalla condizione (attaché à la condition) che hanno rispettivamente per equazione 
^n un sistema di assi x e y. 

f (flcy) = 2 A flc^y^' = Tt(ajy) = {x^' - /*) = 

la condizione necessaria e sufficienle affinchè la formula di Chasles sia applica- 
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bile a un dato sistema e a una data condizione si può enunciare cosi, avendo ri- 
guardo a quanto si è detto al numero precedente. 

Affinchè la formula del sig. Chasles sìa applicabile a un dato sistema e a 
una data condizione, è necessario e svffidenle che una delle due curve fon non 
passino per Torigine delle coordinate, o che passandovi ambedue , la n si spezzi 
in due rette semplici o multiple ciascuna (*). 

Arezzo 2 Giugno 1885. 



(*) Nel caso dei sistemi ( oo )' per ognuna delle $^ si possono determinare le cor- 
rispondenti curve Z*^ e ir^ e il teorema ora enunciato dovrà applicarsi a ciascuna delle 
f^ e Tc^ perchè la formula del sig. Chasles sia applicabile al dato sistema e alle 
date condizioni. 



RETTIFICA ALLA NOTA 

DELL' INTEGRABILITÀ DI UNA SERIE DI FUNZIONI 

DI 

GIULIO GIULIANI 



La dimostrazione, data in quella nota (Vedi questo voi. pag. 44), del teoreina 
del prof. Arzelà non è esatta; e Terrore commesso è forse dovuto al non avere, 
quando la scrissi, un giusto concetto di quello che il prof. Arzelà intendesse 
per serie convergenti in egual grado a tratti in generale. Ora però che il prof. Ar- 
zelà mi ha gentilmente favorito le sue pregevoli pubblicazioni intorno a questo 
argomento, del che sento il dovere di ringraziarlo pubblicamente, ho potuto con- 
statare il mio errore, che il lettore avrà già da sé rilevato, e che Tenunciato del 
teorema che aggiungo a quello del prof: Arzelà non è rigoroso, se non si pone 

n 

la condizione che per ogni valore di n e di a? sia | 2 n,(x) \ < M, con M numero finito. 



Spoleto luglio 1886. 
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SUI SISTEMI i VOLTE INFINITI DI QUADRIGHE 



K O T A 



DEL 



Doti. CESARE BURALI-FORTI. 



Il Sig. Halphen nella sua memoria « Garaclérisliques des syslémes de Co- 
niques » (Journal de TÈcole Polytecnique. Cahier XF^V) dipendentemente dai resul- 
tati ottenuti per i sistemi (oo)* di coniche, determina le carattestiche del siste- 
ma (oo )* di quadriche, e il nnmero I di tali coniche che sodìsfano ad una condizione 
arbitrariamente data. 

In questa breve nota , mi propongo di estendere tali resultati al caso di un 
sistema i volte inQnito , nello stesso modo che ho fatto per i sistemi di coniche , 
determinando le caratteristiche del sistema (oo)' e il numero I^ delle quadriche che 
sodisfano ad i condizioni date, indipendentemente dai risultati avuti per i sistemi (oo )* 
di coniche , ma seguendo uu metodo del tutto analogo a quello seguito per i si- 
stemi di coniche, metodo che in generale può esser seguito quando in luogo di un 
sistema di coniche o di quadriche si voglia studiare un sistema di luoghi geome- 
trici del secondo ordine di un numero qualunque di dimensioni. 

L 

«. Tuttociò che abbiamo detto per la rappresentazione geometrica dei sistc 
mi (oo)*' di coniche possiamo ripeterlo per i sistemi (oo)' di quadriche. 
Porremo allora per equazione generale del sistema di quadriche 

ove le a sono funzioni omogenee di grado m, negli i+2 parametri variabili I le- 
gati dalla relazione pure omogenea e di grado n^ 

9 0iil'8-'i+2) = 
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che è il luogo di rappresentazione del sistema ; e indicheremo con 

*/ = A«» = 
il correlativo di 0^ (essendo u le coordinate di piani), ove è 

d A 
A„ = • — essendo A il discriminante della quadrica *<. 

Evidentemente A è deirordine 47n, nelle £ e lo A dell'ordine 3m| e se con A' 
indichiamo il discriminante della <b/ esso sarà dell'ordine l'^m^ nelle (. 

2. A differenza dei sistemi di coniche, nei sistemi di quadriche si può anche 
considerare il sistema correlativo a sé stesso, che è il complesso di 2^ grado ; cioè 
l'equazione della quadrica del sistema in coordinate di rette. IndicFftido con r tali 
coordinate e con A i coefficienti avremo 

*/' = A,* = (•) 



* — L /fl. ' 



(*) Le coordinate di rette possono prendersi sotto la forma (coordinate assiali) 

legate dalla relazione 
dipendentemente dai due piani 

L'equazione del complesso <b^" = è data sotto forma effettiva da 

Tt| Ttj ICj TC^ 
TC/ TU,' TC,' TC/ 

TC, ic,' a„ a„ a,3 a,^ 



(«) 



iCj iTj' cr,, a 



It "23 «*«4 



= 0, 



^3 ^3' «SI «82 «33 «34 

^4 ir*' 04, a*» a^a 0^4 

che esprime la condizione affinchè la retta d*intersezione dei dne piani ir^ ic^' sia tan- 
gente alla $j (V. Salmon Tratte de Geometrie analylique à trois dimenshns pag. 86. 
Edizione francese 1882) 
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Evidentemente le A sono funzioni del 2® ordine delle a e quindi dell'ordine 2m, 
nelle l; e indicando con 1" il discriminante della forma A,', esso sarà dell' ordine 
i'im^ nelle I. 

3. Chiameremo caratteristiche del sistema (oo)* di quadriche gli ( * 2 ) ^^' 

meri ( ] (•) che esprimono quante quadriche del sistema 0| passano per 

p punti e sono tangenti a r rette e a p, piani essendo p + r 4-^4 = 1. 

il. 
Quadriche singolari. - Caratteristiche delle quadriche singolari. 

4. Come nei sistemi di coniche diremo quadriche singolari quelle che corri- 
spondono ai punti del luogo t/ = OA^Oele divideremo nei due gruppi singolari 
ordinarie e singolari stazionarie , dando a tali denominazioni lo stesso significato 
che nei sistemi di coniche. 

5. Con ragionamento alTatto analogo a quello tenuto por i sistemi di coniche, 
possiamo provare che lo studio delle quadriche singolari , può farsi riferendo la 
quadrìca ad uno dei suoi tetraedri coniugati, e avremo in tal caso 

*<' = 9z9$9^ Vi* + 9z9i9i ^2' + 9^9^92 V3* + flfiflfaffa «4* = 

essendo y t v \ù nuove coordinate di punti rette e piani. 

Si passerà dalle antiche alle nuove coordinate con formule analoghe a quelle 
date per i sistemi di coniche. 

6. Per vedere i diversi modi di degenerazione delle quadriche del sistema , 

basterà evidentemente conoscere l'ordine infinitesimale dei rapporti Ji. JlL ^ 

9i 9a ffi 
e per comprendere tutti i casi possibili dovremo far dipendere tali ordini da tre 



(*) Il numero ( j dà il numero delle soluzioni intere e positive dell'equa- 

zione p + r + j?| = ?. Osserviamo che in generale il numero delle soluzioni intere e 
positive dell'equazione ;?, + jefj + ... + ja(„ = t» è dato da f ^ ì. 
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numeri positivi mnm' e potremo porre senza toglier nulla alla generalità 

essendo le p finite e a un infinitesimo del 1^ ordine e p evidentemente Y ordine 
deirinfinitesimo comune a tutte le a. 

In tali ipotesi i coefficienti di 0'^ sono degli ordini infinitesimali 

(1) p' p' + m' p' + m' + n p' + m' + n + tn 

con 

p' = 3p + 2m + n 
e quelli di <b/' degli ordini 

(2) p"+n+m' p"+m p" p"+m+n p"+m+n+m' p"+m+2n+m' 

con 

p" = 2p + tn 

Dalle (1) e (2) resulta che p' ep" sono rispettivamente gli ordini infinitesimali 
minimi delle a e A. 

Dalla (I) resulta che i numeri m em' corrispondono tra loro dualisticamente 
e che n corrisponde a sé stesso. 

Evidentemente gli ordini infinitesimali delle A A' A" sono rispettivamente 

4p + 3m + 2n + m' 4p' + 3m' + 2n + m 6p" + 3m + 6n + 3m'. 

7. Otterremo le diverse specie di degenerazioni supponendo successivamente 
una due delle mn m' eguali a zero e le altre maggiori di zero, e indicando con 
(m n m') una degenerazione qualunque, avremo le 7 specie di degenerazioni 

A s(OOmO C =(Onm') 

B»(OnO) 

A's(mOO) C' = (mnO) 

D 3 (m mO E 3 (m n m') 

TOL. XXIV. 43 
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e introducendo tali yalori dei numeri mnm' nelle equ«aeioni si vedrà facilmente che 

!0j rappresenta un cono col vertice in U| = 
<bi » due punti coincidenti con u^-0 
^i' )) un cono col vertice in m, = 

' 0, » due piani coincidenti con 2^4 = 
» un cono tangente al piano 1/4 = 

» )} » 

» due piani distinti che passano per le rette J('^n 

2/*—" 

» due punti distinti situati sulla retta y,^a 

2/i=" 

» due rette coincidenti con la retta K*~q 

» due piani distinti che passano per la retta yZQ 
» due punti coincidenti con U| = 
» due rette coincìdenti con ^.^^Zci 

» due piani coincidenti con 1/4=0 
» due punti distinti sulla retta ^'^q 

*/' » due rette coincidenti con '^^^'^ci 

9 due piani coincidenti con 2/4=0 

1) due punti coincidenti con 1/^=0 

» due rette distinte situate sul piano y^-0 

» due piani coincidenti con y^=^Q 
£ 1 0/ s due punti coincidenti con U|=0 

*/' » due rette coincidenti con ^«~2 
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I tre numeri mnm' che col loro valore caratterizzano le 1 degenerazioni si 
chiamano le caraneristiche della quadrica singolare. 

Le degenerazioni A A', CC sì corrispondono dualisticamente e le degenera- 
zioni B D E corrispondono a sé stesse. 

8. Vediamo ora il significato geometrico dei numeri mnm'. 

Tagliando la quadrica 0^ = con un piano qualunque (i/i = 0) si trova per se- 
zione una conica singolare di ordine m e di classe n e correlativamente una co- 
nica singolare di classe m' e di ordine n. I tre numeri, evidentemente, interi 
mnm' li diremo rispettivamente ordine^ rango e classe della quadrica singolare. 

III. 

9. Come abbiamo fatto per i sistemi di coniche possiamo ad ogni condizione 
(|f(n) = 0, alla quale debbono soddisfare le quadriche del sistema 4>, dare la forma 

e indicando con (6 ic x o) un termine qualunque della $ si vedrà che esistono 24 
termini per i quali gli esponenti delle g hanno per valori le Oir^^ e che tra i 
coefficienti B di tali termini non esistono relazioni lineari identiche. 

10. Tra i 24 termini (6 ic / o) consideriamo quello per il quale si ha ; 

e indichiamo con 0' it' x' o' (con 6' >" ic' > x' > o' ) il termine corrispondente nella 
condizione correlativa 0', indicando con e e e' gli ordini delle e 0' nelle g (o 
nelle a) avremo 

(1/ e-fTc + x + o = c (2/ e' + ii' + x' + o' = c' 

6' = (H.Tc + x-/^ / = »' + ic' + x'-r 

(1) { (2) { 

X' = + x + o-f iX=9' + X' + o'-r 

a' = ic + X + o-f lo = Tc' + x' + o'-r 

essendo 

f=m\fì di (^ + x + <') ®d /*' = min di (n' + x' + «') 
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Dalle (1) e (2) tenendo conto delle (t)' e (2)' avremo 



(3) 

c = 3c'-4r 

dalle quali 

(4) 

/ 2c' = 3r + /* 

I numeri ce' ; fr si corrispondono dualisticamente. 
11. Sommando le ultime due delle (1) si ha 

ovvero 

X' + a' = c-2r+(x + o) 

Questa eguaglianza fa vedere come il minimo di x' + ^' dipenda dal massimo 
^^ X + ^' poniamo allora 

(5) a = min di (x' + o') a' = min di (x + o) 

avremo 

a = e - 2f + a' 



(6) 



( a' = c'~2r + a 



Sostituendo nella prima e seconda delle (6) per cec' i valori dati dalla (4) 
si ha 

Poniamo allora 

(7) B = /'-2òl'=r-2a 

il numero § corrisponderà dualisticamente a sé stesso. 
Dalla (7) si ha 



(8) 



e sostituendo tale valore nelle (4) 



r=p + 2a' 

r=P + 2a 



\ c = a + 3a'+ 2B 

(9) 

( c' = a' + 3a+2p 



Digitized by 



Google 



)( 341 )( 
Incordiamo che si è trovato 

X' + o' = c-2/'+x + o 



ma per le (8) e (9) è 






c-2/'sa-a' 


quindi sarà 






X' + o'-a = X + o-a'- 


Poniamo allora 




(10) 


T = X' + a'-a = x + o- 



il numero x corrisponderà dualisticamente a sé stesso. 

1S. É ora facile esprimere le 8 quantità Oicx^ OVx'o' legate dalle due re- 
lazioni (ly (2)' per mezzo delle altre sei a^a' oio' e si avrà 

ÌO = a+p + a'-o' /6' = a' + p + a-a 

ic = a'fp + o'-T (11/ JTc'sa+p + o-T 

X = a'+T-a [x=«+'c-«'- 

I numeri a ^ a' li diremo caratteristiche della condizione perchè date esse e 
tutti i gruppi {010'), sono determinati gli 8 numeri 6icx^ O'ic'x'^- 

IV. 

13. Tra i 24 termini (Oicx^') di <ft quello che ha T ordine infinitesimale più 
piccolo è certamente (oxicO) onde indicando con (i)| tale ordine avremo 

cui = o(p + m + n + m') + x(P H- ^ + ^) + ^(P + tn) + Op 

e dualisticamente 

w/ = cf{p' -\-m' '{'n-\-m)'\- x'(p' -\- m! -\- n) -\' ic'Cp' + m') + 6'p'. 

Per le formule del % precedente si ha 

ca« =pc + ni (2a' + P) + na' + md + ni + mìo 

W|' =p'c' + m'(2a + p) + na + m'o + ni + m a' 
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e ponendo 

If = m& + t)iT + m'a 

(Oi = pc + m(2a' + p) + na' + l^ 

(0/ = p'c' + m'(2a -f p) + na + I|. 

Indicando con co e co' Fordine infinitesimale delle <^ e $' avremo 

(i) = min di u>| co' = min di co,' 

e ponendo 

I=^min di l, 

w = pc + m (2a' -f §) + na' + 1 
w' = p'c' + m\2a + ?) + na +1 

w =pc + mf +na' + t 

w' = p'c' + m'f + na + l. 

14» Per una quadrica singolare (mnm') e per una data condizione diremo 
(o T o') un gruppo minimo, quando è tale da rendere minimo il numero 

ma^ + ni + m'a 

È chiaro che il gruppo minimo (o'zo') può variare da quadrica a quadrica 
singolare, oppure rimanere lo stesso per tutte o per un certo numero di esse. 

Se esiste il gruppo (0 0) esso è il solo gruppo minimo e si ha sempre 1 = 0. 

Dovendo in ogni condizione * comparire i gruppi (Oic') (otO) purché le qua- 
driche del sistema non sieno che delle specie A o A' sarà ( = 0. 

Se esiste il gruppo (0x0) e le quadriche singolari sono solamente delle specie 
AA'D è 1 = 0. 

Se esiste il gruppo (0 a') o (o 0) e le quadriche singolari sono solamente 
delle specie A' B C o ABC è ( = 0. 

Dunque l'annullarsi di l dipende da cause relative o al sistema o alla con 
dizione soltanto o al sistema e alla condizione insieme. 

15. Cerchiamo ora quali sono i valori dei numeri e e' ff a ^ a' quando <b espri- 
me una condizione elementare cioè, o passaggio per un punto o contatto con una 
retta o con un piano. 
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Per il passaggio per un punto si ha e = 1 e' = 3 e dalle (3) f = /"' = t. Es- 
sendo /'=0 dalla prima delle (8) si ha ^ = a'r=0 e dalla seconda oc = l. 
Per il contatto con un piano si ha dualisticamente 

c = 3 c' = 1 f=2 r = a = p = a' = l. 

Per il contatto con una retta c = 2 c' = 2 e quindi fz=:f'^\ e dalle (8) 

a = a' = , p = l. 



16. Indichiamo con Ij il numero delle quadriche del sistema 4>^ che sodisfano 
alle i condizioni O, 4^2***^< rispettivamente degli ordini CfC^.-.q nelle a. 
Con metodo affatto analogo a quello seguito per i sistemi di coniche si ha 

I< = wii* fii C| Cj Cj ... c^ — 2 6i ftj 6j ... 6| w — L,- 
ove si è posto 

i 
L. = 2j2,Wi-ra)rw} (•) 

essendo ta la molteplicità di 9 nel punto t che si considera. 

Il Si vede facilmente che 

Quando $ esprime passaggio per un punto è b = p 

» » contatto con una retta è b = 2p-{-m = p" 

» » » con un piano è6 = 3p + 2m + n = p'. 

Osserviamo anche che quando tutte le <b esprimono condizioni elementari, tutte 
le ( sono zero e quindi L^ = 0. 

18. Per le osservazioni fatte e per la definizione di caratteristiche del sistema 
si ha subito 

(1) I^^(r+.),r.. - 2'- 3' m, n, - 2 p*-^^^) p- p- co 

formula che permette di calcolare le caratteristiche del sistema. 



Per la notazione {V)i^(t)r vedi la mia memoria Sui sistemi di coniche. 
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19. Con un calcolo, più completo se vogliamo, ma affatto analogo a quello 
impiegato per la ricerca di !< nei sistemi di coniche si avrebbe la formula 

(2) li = 2 ^-(r+.),f .. (a)Mr+*) (P)r («'). " U^ 



20. Se dipendentemente dalle quadriche singolari del sistema che hanno in- 
fluenza nella determinazione di Ij , per ogni condizione $^ esiste un solo gruppo 
minimo (o^t,.o/) potremo esprimere L^ per mezzo di un polinomio della forma 

e allora dalla (2) si ha 

21. Se poi L< = la (2) diviene 

Le (3) e (4) corrispondono ai casi considerati da Ghasles. 

22. La condizione necessaria e sufficiente affinchè I^ si presenti sotto una delle 
due forme (3) o (4) si può esprimere introducendo due luoghi geometrici ausiliari. 

La linea gobba f definita dairequazione 

a? = a** 1/ = a* « = a*' 
Le superficie n,. definite dairequazione 

e potremo allora dire : 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè il numero I^ si presenti sotto 
la forma data da Chasles è che tutte le ic,. non passino per Torigine o che pas- 
sandovene alcune o tutte, si spezzino in piani. 

VL 

23. Per i sistemi (oo)f di quadriche avremo 

0) Ii = ai*too + Pl*oio + a'l*oM 
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e per le caratteristiche 



(2) { |Xoio=2m«n4-2p"(«i 

Pool = 3wi| ni ~ S p'w 

e facendo uso della notazione 

£ h it> = H 

1*100= wiifi, -P 

1*010 = ^m, rij - P" = 2m| n, - 2P - M 
P^ooi = 3^1 n, - P' = 3m| n, - 3P - 2M - N 
dalle quali 

I M = 2t*ioo - 1*010 

(3) ! N =2iio,o- (1*100 + l*ooi) e per M' 
l M' = 2ixqqi - [Ì0,Q 

dalle quali 

4ii,oo = 3M + 2N+ M' 

2l*oio= M + 2N+ M' 
4l*ooi= M + 2N + 3M'. 

24. Per mezzo dello (2) (che si possono stabilire indipendentemente dalla (1)) 
e dalla 

Il = mi n, e - I (pc + mf + na') — L4 

si ottiene facilmente la (1). 

25. Le relazioni (3) (4) si possono ottener con metodo analogo a quello se* 
gulto da H alphe n, per esprimere le caratteristiche dei sistemi di coniche per mezzo 
delle somme degli ordini e delle classi delle coniche singolari del sistema. 

Ricordando infatti Fordine delle A A' A" nelle l e i loro ordini infinitesimali si ha 

4 wii n, = 2 (4p + 3m + 2n + mOw = 4P + 3M + 2N + M' 
12 min^=^l (6p" + 3m + 3m + 3wi')w = 6P"+ 3M + 6N + 3M' 
12m|n|-^S(4p' + m' +2n + 3m> = 4F+ M' + 2N + 3M' 
dalle quali per le (2) si hanno subito le (4) e da queste le (3). 

Arezzo 1^ Agosto 1885* 

voi. XXIV. M 



Digitized by 



Google 



)( 346 )( 



SULLE CONICHE BITANGENTI A DUE CONICHE (*) 



NOTA I' 



DEL 



Dott. FEDERICO AMODEO 



Indichiamo con E , F , 6 i punti bipoli di due coniche cp^ , (p^ asse<jnate nel 
piano, con e^f^g le loro rette bipolari; con f f , k* k'\ W k" gli assi di sintesi, 
reali o immaginarii, che passano rispettivamente per E,F,G , con J'J",R'R",H'H" i 
punti ombelichi , reali o immaginarii , esistenti su e , /*, g. Nel caso che ì punti 
base del fascio di coniche (?, , 9^) fossero reali, intendiamo che sia Gr=AB-CD, 
F = AC«DB , E = AD-BC , ed analoga notazione facciamo pel caso in cui le rette 
base della schiera [9, , «jl fossero reali. 

Con ^ indicheremo una qualunque delle coniche bitnng'enti a 9, , 92 ^ distin- 
gueremo il loro insieme in tre serie ^eì^r ^^gy ^ secondo che i loro poli di con- 
tatto stanno su e,f,g, 

1. 

a) Siano Pi , P2 i poli di una retta data p rispetto alle due coniche dato 
?« t ?2 e siano S| , S2 i poli di contatto di queste coniche con una qualunque delle 
coniche '^f. Si sa che l-i coppia di punti S, , Sj al variare di ^^ descriverà sulla/* 
una involuzione di punti di cui sono punti doppi (reali immaginarii) gli ombe- 
lichi R',R", perciò il polo P della retta p rispetto alla conica ^^^ che deve tro- 
varsi nella intersezione dolle rette P^S, , 1*2^2 ^ descriverà al variare di '|/ una co- 
nica 0^, che passa per P, , P, e per gli ombelichi R' , R". I jnnti, bipoli E , G for- 
mano una coppia di poli di contatto, perciò EP,'GP2 = Q;, EP2-GP, = B; sono altri 
due punti della conica 0^. 11 polo della retta PfP2=^}/ rispetto alla conica O^deve 
stare su f, e siccome la retta p' è la reciproca assoluta di p rispetto alla schiera 



(*) Un santo di questa nota è stato già pubblicato nel Rendiconto della E, Aoc. 
della 8c. di Napoli fascicolo 4® Aprile 1886. 
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di coniche [91,92], il punto p'f b coniugato di pf neir involuzione sunnominata e 
perciò le tangenti in ?^ , Pj alla conica 0^ passano per pf. Due delle coniche ^^ 
sono deformate nei due assi di sintesi k' , k" di 9, , 92* che passano per F, quindi 
la conica 0^ passa pure per i punti L' , L", bircciproci di pk' , p/c" rispetto al fascio 
(?i > 92)' Osserviamo infine che il quadrangolo semplice P,Q^ PjR; inscritto in O^ha 
in E e 6 i suoi punti diagonali, perciò le tangenti in Qp R/ alla conica 0^ si ta- 
gliano in un punto S' della f coniugato armonico di pf rispetto ad E e G. Dunque: 

Il luogo dei poli di una rena p rispello alla serie delle coniche ^f bitan- 
genli a due coniche date 9i , 92 è una conica 0^ ; che passa per i poli P, , P.» di 
p rispello a 9» , 92 ed ha per polo di PjPj^ p' il punto pf; pa^saper i punti oni- 
belicUi R',R"; passa per i punti EP^GPjsQ^ EPj-GPi ==R; ed à per polo di 
Q^R^ il punto S' di f coniugato armonico di i»f rispetto a G ed E ; e passa per 
i punti V , V\ dogli assi di sinlosi W , k", òirecìprocì ordinatamente di pk' , pk" 
rispetto al fascio di coniche (9, » 92)- 

Analogamente : 

La conica polare 0^ di p rispetto alle coniche della serie ^g passa per f^ , Pj 
ed ha per polo di Pj P^ il punto pg ; passa per i punti ombelichi H',H" e per i 
punti M' , M" degli assi di sinlosi h',h", òtrectprocì di ph' , ph" rispetto al fa- 
^^io (9, , 92). 

La conica polare 0^ di p rispetto alle coniche della serie ^^ passa per Pf.P, 
ed ha per polo di Pj Pg il punto pe ; passa per i punti ombelichi T , V e passa 
per i punti N' , N" degli assi di sinlosi j',j", bireciproci di pj' . pj" rispetto al 
fascio (9, , 92). 

6) Le coniche *« , Op 6^ appartengono ad uno stesso fascio ? 

Chiamiamo X la conica polare della retta p rispetto al fascio di coniche (91.92); 
sappiamo che le corde LX" . M'M" , N'N" passano per uno stesso punto Z polo di p 
rispetto a X. Le coniche À , 0^ , 0^ , 6^ hanno una corda comune P, P, e quindi le 
altre corde associate a P^ P2 nel gruppo X . 6p 6^ debbono passare per uno stesso 
punto , ma già la corda L'L'' comune a X e 6^. e la corda M'M" comune a 0^ e 
X passano per Z, dunque anche la corda comune a 0^ e 0^ passa per Z. Analoga- 
mente si dimostra che le corde associate a ?^ Pj comuni a 0^ e 6/' ed a 6^ , 0^ 
passano per Z, il quale trovasi essenzialmente fuori di P| P2 (*). Sia X il punto 
coniugato armonico di pp' rispetto a P| e P2 , esso è polo di p rispetto a cia- 
scuna delle coniche 0, quindi le corde di queste coniche associate a P1P2 passano 
anche per X, e perciò coincidono. Dunque : 

Le tre coniche polari della reità p rispetto alle ire serie di coniche ^ bilan^ 



(*) Con questa osservazione si può dimostrare il seguente teorema : 
Ogni conica |Ji, che passa per due punti base di un fascio di coniche y è segata 
dalle coniche del fascio in coppie di punti di una invoìugione di ^ ordine. 
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genti alle due coniche (pf , 9^ npparloMgono ad imo slesso fascio, di cui due punii 
base sono P» , P2 e i due altri P, , P^ (reali imma^inarii) sono situati sulla po- 
lare del punto pp' rispello alta conica potare X di p nel fascio (?, , 92)- ^ ^^^^ 
p è una delle loro rette bipolari. 

e) Se p è la retta airinflnito del piano, si ha : 
Il luogo dei centri delle coniche ^ bitangenli a due coniche <tìì9i ^ formalo 
di tre coniche concentriche che passano per i centri C| , C^ di 9^ . 98 , hanno per 
diametro il segmento G^ C, ed appartengono ad uno slesso fascio. I diametri con 
iugati a C| G2 sono paralleli rispettivamente ad e , f , g. 

d) Se la retta p passa per uno dei punti ombelichi , p. e. per K', la co- 
nica 0^ si deforma in due rette, Tuna che passa per K' ed è reciproca assoluta di 
p rispetto alla schiera [9« , 92I1 T altra che passa per E" e sega h' ^h" nei punti 
bireciproci di pft' , pft" rispetto al fascio (9, .92), in altri termini è la retta re- 
ciproca assoluta di p rispetto alla schiera [j'i", /t'/i"]. 

e) Correlativamente al teorema b) si ha : 

rinviluppo delle polari di un punto P rispeWo alle coniche ^ bilangenli a 
due coniche 9| , 92 è formato di tre coniche 0'^ , oy, 6'^ che appartengono ad una 
stessa schiera, della quale due rette base sono le polari Pi,P2 di P rì$pef.(o a 
9, , 92 e le altrCj p, , p^, passano per il polo della retta PP' (chiamiamo V il punto 
reciproco assoluto di P nel fascio (9, , 92)) rispello alla conica polare X' di P nella 
schiera [9, , 92]. 

Se il punto P sta su un asse di sintesi, p. e. su h', la conica 07 si deforma 
nel suo punto reciproco assoluto P' rispetto al fascio (91,92)9 e nel punto reciproco 
assoluto di P rispetto al fascio (JT'.H'H"). 

f) Il teorema considerato in 6) si può applicare a risolvere il problema : 
Costruire le coniche ^ bilangenli a due coniche date e che toccano una data 

retta r. 

Sia T uno dei punti di intersezione della retta r con una delle coniche po- 
lari, p. e. con 0^, esso è punto di contatto di una delle coniche ^ con la retta 
r : il coniugato armonico T' del punto T rispetto ad E ed e è un altro punto della 
conica ^f e la retta r' = T'-re è la tangente a ^ nel punto T'. La coniugata ar- 
monica della retta ET rispetto alle corde comuni a 9, e alla coppia di rette rr' è 
la corda di contatto di 9, con la conica cercata. 

Si noti che le rette rr' sono tangenti comuni a due delle coniche ^ cercate. 

In generale si hanno sei soluzioni. 

Se p è air 00 si ha : 

Le parabole bilangenli a due coniche date sono al più sei, e i loro assi sono 
paralleli a tre coppie di 'faggi in involuzione. 

Correlativamente si risolve il problema : Costruire le coniche che passano per 
un punto R e sono bitangenti a due coniche. 

g) La serie delle coniche ^ bilangenli a due coniche date ha per caratteri- 
siiche (6 , 6). 
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Essendo la serie delle coniche ^ deirindice 6 , vi dovrebbero essere 12 co- 
niche tangenti ad una retta data (*) Le altre sei sono le sei coniche ^ deformate 
negli assi di sintosi delle coniche <p, , 92 considerati come doppi, i quali debbono 
considerarsi tangenti ad ogni retta del plano. 

h) Il fascio di coniche e la schiera di coniche sono casi particolari di una 
delle serie delle coniche bitangenti a due coniche. 

Difatti supponendo che le coniche 9, . 9^ si deformino nelle due coppie di punti 
AC , BD allineati col punto bipolo F, le coniche ^f si riducono al fascio di coni- 
che (9f . 92)9 la conica 0/ si riduce alla conica polare X di p rispetto a questo fa- 
scio, e la conica 0> inviluppo delle polari di un punto P si deforma nel punto P', 
e nel punto bipolo F. 

Se invece si suppone che le coniche co^ , <p^ si deformino nelle due coppie di 
rette ac , 6d, che partono dai punti K',K'' di /*, la serie delle coniche ^f si ridurrà 
alla schiera di coniche [9« , «p^], la conica 6/^ luogo dei poli di p si decompone nella 
retta }/ e nella /, mentre la conica 07, inviluppo delle polari di P, si riduce alla 
conica À', polare di P rispetto alla schiera [(p, , cp^l (**)• 

2. 

I punti E,F,G,P,,P2 si possono considerare come punti arbitrarli della conica 
X, e questi colla retta p determinano completamente le coniche 9i , 92 ; quindi de- 
terminano le serie di coniche ^e ^ ^f > ^9 ^ ^' conseguenza le coniche 0^ , 6/^ , 6^ . 
La polare del punto pf rispetto a X sega X nei punti 1/ , L" e quindi determina 
gli assi di sintosi /j' = FL' , ^" = FL" della coppia di coniche 9, cpj- Analogamente si 
determinano le altre coppie di assi di sintosi. Se una delie polari dei punti pf^pg^pe 
non incontra X quella coppia di assi di sintosi che ne deriva è immaginaria, e ciò 
avviene quando uno dei lati del triangolo EFG è segato da p nell'interno di X. 

Da ciò risulta immediatamente il noto teorema : 



(*) Cremona. Introdu0ìone ad una teoria geometrica delle curve piane. Bolo- 
gna 1862, n. 85. 

(**) 8i sa che la conica X oltre ad essere Inogo dei poli di p nel fascio (91 , 9^) 
è anche luogo dei punti reciproci assoluti dei punti di p rispetto al fascio ; e che la 
conica X' oltre ad essere l'inviluppo delle polari di P rispetto alla schiera [<p^ , 92] è 
pure inviluppo delle rette reciproche assolute delle rette che passano per P. Dnnqne 
se P sta su p la conica X passa per i punti E,F, G, P|,P2 e pei punto P^ mentre 
la conica X' sarà tangente ad e^f^g^p^.p^ ed alla retta p'. Ma PiP, è =p' e P|P2 
è = P', dnnqne le coniche X , X' sono inscritte e circoscritte ai due triangoli EFG» 
Pi P2 P' ; e perciò esse sono polari reciproche rispetto ad una conica co cAe à E F G 
per triangolo coniugato ed il punto P' per polo della retta p'. 
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Due coniche 9, e, reali immaginarie hanno (re coppie dì assi di sìììIoììì 
reali una sola. 

E si noti che due dei vertici del triangolo £FG, p. e. E, 6, possono supporsi 
immaginarii ; allora il triangolo avrà un solo lato reale esterno a X e quindi gli 
assi di sintosi del punto F saranno necessariamente reali (*;. 

a) Se teniamo fissi i punti E,F,6,P| e facciamo prendere a P^ tutte le possi- 
bili posizioni sopra X, cioè se teniamo fissa hi conica 9^ e le accoppiamo una per 
volta tutte le coniclie del fascio (9, , Cj)» la conica 0/ rimane sempre tangente in P, 
alla retta f, , che parte dal punto pf , Ha in E e G una coppia di punti reciproci e 
passa per i punti L' , L", intersezioni della conica X colia polare di pf rispetto a l, 
quindi la conica df descrive al variare di 92 un fascio di coniche langenli fra 
loro nel punto P^. 

Nel caso che i punti L' , L" siano immaginarii si può dimostrarlo cosi: 

Del quadrangolo EGP4P2 inscritto alla conica À, sono punti diagonali i punti Q^,R/ 
e p'f] il punto S polo di EG rispetto a X sta su R/ Qf e poiché al variare di P^jQ^ 
varia ed S resta fisso ne risulta che la conica 0^ (la quale passa per Q^ , Rf) al va- 
riare di P2, rimanendo tangente in P, alla retta /,, descrive sopra EP^GPt due pun- 
teggiate prospettive col centro di prospettiva in S, e perciò per S devono passare 
le corde che congiungono i rimanenti punti d'intersezione delle coniche bf a due a 
due. Ha le tangenti nei punti Qf , H^ passano per S' (l>a), dunque le coniche 6 han- 
no per corda comune la retta SS' ~ L' L'' polare di pf rispetto a X. 

Se SS' passa per P, le coniche 0/» sono osculatrici fra loro in P, e tangenti 
alla conica X. 

6) Correlativamente si ha : 

Le coniche inviluppo delle polari di un punto P rispetlo a tulle le serie di 
coniche ^f bilangenli atle coppie di coniche formate dalla conica ^^ e da ogni 
allra conica della schiera [cp, ,92], formano una schiera tangente a p, nel punto 
T, = p,-PF e alle rette r,r, tangenti alla conica X' nei punti comuni colla retta PF. 
cf) Se nello stesso tempo si fanno variare i punti Pi,P2, le coniche ©^avranno 
sempre una corda comune nella retta L' L", divideranno armonicamente la coppia 
di punti E , G, e quindi formano una rete, e si ha : 

Il luogo dei poli di una retta p rispetto a tutte le coniclie ^ bitangenti a 
tutte le coppie di coniclie del fascio (91 , 92) è costituito da tre rete punteggiate 
di coniche^ e ogni conica delVuna e le sue corrispondenti nelValtre appartengono 
ad uno stesso fascio. 



(*) Si può anche osservare che ogni conica 9 del fascio (91 , 92), essendo coniugata 
al triangolo EFG, ha per suo quadrangolo polare EP6P, e quindi riposa su X (Vedi 
Reye , Geom. de Posiiion, traduite en francais par 0. Che min, v. I p. 230 n. 173) 
e perciò sega p in punti reciproci rispetto a X : si ha cosi un altra dimostrazione 
del teorema di Desargnes. (Vedi altra dimostrazione di questo teorema e del teo- 
rema 2 data dal Dott. Montesano, G. di Battaglini, 1885, p. 285, voi. 23). 
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Omettiamo per brevità un analogo teorema suir inviluppo delle polari di un 
punto P, i loro correlati?! per le coniche di una schiera, e quelli che risultano da 
posizioni speciali della retta p e del punto P. 



La posizione dei punti P^ , P^ sulla conica X, e la esistenza reale o immagi- 
naria di due dei vertici del triangolo E F 6 nulla cambiano ai teoremi del n» 1 ; 
può bensì far succedere che una o ambedue le coniche cpi , 9^ siano immaginarie; 
quindi i teoremi precedenti valgono per due sistemi piani polari sovrapposti a co- 
nica direttrice reale o immaginaria, e senza mutar nulla alla soluzione del proble- 
ma (I ,/*) si può con essa risolvere il seguente : 

Coslruirc le coniche bilangenti a due coniche immaginarie e langenii ad una 
data retta o che passino per un dato punto. 

a) Supponiamo che il punto P^ vada a coincidere col punto G , avremo a 
considerare la conica 9^ (reale o immaginaria), ed una coppia di rette h' h" (reali 
immaginarie) che passano per 6. Delle tre serie di coniche bitangenti, la serie di 
coniche ^g , cioè quella di cui le corde di contatto passano per 6, si riduce al fa- 
scio di corde (considerate come doppie) condotte da 6 alla 9,, e la conica 6 si riduce 
al luogo dei punii reciproci dei punii delia rella p rispello alla conica 9|, esi- 
stenti sui raggi del fascio di cenlro 6 (*). Le altre due serie di coniche bitan- 
genti sono formate di coniche proprie, e le coniche pdlari 0^ , 0^ rispondono alle 
note condizioni. Dunque si ha : 

Il luogo dei poli di una retta p rispelto alle coniche ^ bitangenti ad una 
conica 9i (reale immaginaria) ed a una coppia di rette (reali immaginarie) 
che passano per 6, è cosliluito da tre coniche 0^ , 0/» , 0^ , che passano per i punti 
Pi e 6 e per altri due punii della polare di P'PiG rispetto alla conica X; la retta 
p è una delle loro rette bipolari. 

b) Supponiamo che P2 coincida con G e P| con E ; le coniche 9| , 92 si ri- 
ducono a due coppie di rette / j" , h' h" (reali immaginarie) che passano rispet- 
tivamente per E e per G. Delle tre serie di coniche ^ bitangenti alle coniche im- 
proprie ij'j") {h'h"), le serie i^e^^g sì deformano nei raggi (considerati come doppi) 
dei fasci (E) e (G), e la conica polare di ciascuna, 0^ p. e., si riduce al luogo dei 
punti coniugali dei punti della velia p nelle involuzioni delerminale dalla involu- 
zione (h'h'O sui raggi dvl fascio (E). La serie di coniche ^f è formata dalle coniche 
della schiera (j'f Ji' h"), e la sua conica polare df si deforma nelle rette f=EG 
Pf = L' L" (••). E quindi si ha : 



(•) V. Bey e 1. e. l*' partìe p. 103. 

(••) Nel caso che gli assi di sintesi che passano per 6 e per E siano immaginarli, 
la retta j?f si può costruire facilmente. Sia A' A" la coppia di punti coniugati comuni 
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ti luogo dei poli di una retta p rispetto a tutte le coniche ^ bitangenti a due 
coppie di rette (reali o immaginarie) è costituito da tre coniche 0^ , 6/ , 0^ , delle 
quali quella che corrisponde alla serie delle coniche ^ non deformate è u/na cop- 
pia di assi di sintosi delle altre due. 

Se le involuzioni {f f) ^ {h' h") sono ortogonali, si ha: 

Il luogo dei punti coniugali di p nelle involuzioni determinate da una delle 
involuzioni (E) o (6) sui raggi delValtra è costituito da due coniche y che pas- 
sano per 6 ed E ed hanno per asse di sintosi associato a GÈ la retta luogo dei 
poli di p rispetto alle coniche confocali m E e 6. 

e) Facciamo invece variare i punti P, , P^ sulla retta p\ cioè esaminiamo le 
coniche ^ bitangenti alle coppie di coniche della schiera [(f^ , f ,]. 

Supponiamo che P^ coincida col punto p'f; siamo ridotti a considerare una 
conica (pf ed una coppia di punti R'K" (reali o immaginarii). Delle tre serie di co- 
niche bitangenti a cpi e alla coppia di punti R'K.", la serie di coniche ^f^ della 
quale i poli di contatto stanno sulla f, si deforma nelle coppie di tangenti che 
dai punti di f si possono condurre alla fi , e la sua conica polare 0/ si deforma 
nella retta fé nella retta t^='P^•pf. Le altre due serie sono formate di coniche 
proprie, e le loro coniche polari soddisfano alle note condizioni ; e si ha : 

Il luogo dei poli di una retta p rispetto alle coniche ^ bitangenti ad una 
conica <P| (reale o immaginaria) ed a una coppia di punti K' K" (reali o immagi- 
narii) di una retta f, è costituito da tre coniche 0^ , 6/^ , 6^ » delle quali quella 
che corrisponde alla serie delle coniche bitangenti improprie è una coppia di 
assi di sintosi delle altre due, 

d) Supponiamo che P^ coincida con p'f e P, coincida con p'e : le coniche 
fi , 9^ ^i riducono a due coppie di punti R' R" , J' J" (reali o immaginarii) situati 
rispettivamento sulle rette /"» e. 

Le due serie di coniche (]/« y iif si deformano nelle coppie di rette che passano 
per i punti dati su una delle rette e , /* e si segano sull'altra, e le rispettive coni- 
che polari 0^,0^ sì riducono alle coppie di rette c,^e = pTpc» ed f If^p'e-pf. 

La serie di coniche ^g si riduce al fascio di coniche (JV'^R'R'O » e quindi 
si ha: 

Il luogo dei poli di una retta p rispetto a tutte le coniche ^ bitangenti a due 
coppie di punti (reali o immaginarii) doli su due retie e , f , è costituito da tre 
coniche o« . 6^ , Op , due delle quali sono improprie e sono coppie di lati opposti 
di un quadrangolo insertilo nella terza, del qunle una reità diagonale è ìa retla p. 

Lasciamo al lettore la cura di ricavare i teoremi correlativi di quelli surri- 
feriti, e i teoremi sul luogo dei centri delle coniche ^ nei diversi casi esaminati. 



alle dne involuzioni determinate da (E) e da (0) su p^ essi appartengono alla conU 
ca X ; troviamo i punti EA'.GA"=B' , EA".GA'=B" ; la retta B'B" sarà la polare di 
pf rispetto a X e quindi » alla retta P'F". 
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Assegnate le coniche ?t « ?2 1 ^ quindi la serie di coniche ^ bitangenti ad esse, 
resta assegnata fra gli elementi del piano una corrispondenza reciproca tale che 
ad ogni punto P corrispondono tre coniche inviluppi 0'^, OV , 6V appartenenti ad una 
medesima schiera, di cui le rette base abbiamo indicate con p« i Pa « Ps ? P4 > ^d 
a ogni retta p corrispondono tre coniche luoghi Og , 0/' , bg appartenenti ad un me- 
desimo fascio di cui 1 punti base abbiamo indicati con Pn P^ , Ps > P^* Se P sta 
su p ogni tangente delle coniche 0' passa per un punto delle coniche 0, e quindi 
se il punto P descrive la punteggiata p, le coniche 6'^ , OV » *V sì manterranno 
prospettive rispettivamente alle coniche 0« i ^r » ^^ • Dimodocchè una tangente co- 
mune a V^ . OV dovendo rotare nello stesso tempo intorno ad un punto di 0^ , e 
a un punto di 0/', passerà necessariamente per uno dei punti d'incontro; e sic- 
come PiiPt passano per P, , P» rispettivamente; P3,P4 passeranno anch'esse ri- 
spettivamente per Pj , P4. 

Se la retta p descrive intorno al punto P un fascio di raggi di 1^ ordine , i 
punti P^ descriveranno sulle rette p,- quattro punteggiate di 1® ordine fra loro pro- 
iettive, ed il punto X==P, Pj-PaP* descriverà una curva luogo del 4® ordine. Altre 
due curve del 4® ordine saranno descritte dagli altri due punti diagonali del qua- 
drangolo completo P^PjPsP*; dunque si ha: 

Le due coniche <P| , «p^ slabiliscono nel piano una corrispondenza reciproca 
geometrica tale che ad un punto corrisponde un qvAidrilatero completo, ad una 
retta un quadrangolo completo. 

Ad un fascio di I® ordine corrispondono tre punteggiate del 4** ordine pro- 
iettive al fascio (di queste una è certamente reale, quella descritta dal punto X), 
ad una punteggiata del 1** ordine corrispondono tre fasci di 4* classe proicitivi 
(lUa punipggiafa (di cui uno è certamente reale) (•). 

Se due fasci di raggi R,R' di 1® online sono fra loro proiettivi, le curve che 
ad essi corrispondono saranno pure proiettive fra loro. In particolare, diremo pro- 
spettive quello curve che corrispondono a due fasci prospettivi di 1® ordine ; e 
quindi : 

V inviluppo delle congiungenti i punti corrispondenti di due punteggiate pro- 
spettive di 4^ ordine è un fascio di raggi di 4' ciasse. 

Napoli , Dicembre 188S. 



Neirennnciaio di questo teorema dato nei Bendi delle Se. Fis. e Mat. di 
Napoli, fase. 4^, Aprile I8869 leggasi fascio ove sta scritto punteggiata, Neil' enun- 
ciato seguente l'altima parola leggasi classe invece di ordine, 

VOI. xxiY. 45 
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INTORNO AD UN PROBLEMA DELLA GEOMETRIA ELEMENTARE 

(DA UNA MEMORIA DEL SIG. ADOLF HORWITZ (*)) 

Nota di 

ORESTE TOGNOLI. 



È notissimo il criterio, col quale si può decidere quando una costruzione geo- 
metrica si possa effettuare coir uso della linea retta e della circonferenza esclu- 
sivamente ; e fra 1 problemi degli elementi di g<^ometria , su i quali molto si è 
scritto, il primo posto deve forse assegnarsi a quello della quadratura del circolo. 
Però, fino a non molto tempo indietro, mancava ancora una prova della possibilità 
od impossibilità della risoluzione di un tal problema , nel senso della geometria 
elementare. 

Il sig. Lindemann, in una sua Memoria di data abbastanza recente (**) , 
tolse ogni dubbio su questo proposito ; dimostrando che il numero i: non può es- 
sere radice di un'equazione algebrica di qualsivoglia grado con coefficienti razio- 
nali, e concludendo da ciò, che il problema della quadratura del circolo non può 
essere risoluto con costruzioni geometriche elementari. 

La memoria del sig. Lindcmann detto origine ad altra del sig. Hurwitz, 
consacrata dal suo A. allo studio di proprietà aritmetiche di certe funzioni tra- 
scendenti ; ed è appunto da quest' ultima memoria , eh' io ho ricavato una dimo- 
strazione assai semplice del citato teorema del Lindcmann; la quale ora pub- 
blico qui, pensando di non faro cosa del tutto sgradita ai giovani lettori di questo 
periodico. 

Il merito di avere ritrovato per una via diversa da quella seguita dal Linde- 
mann la dimostrazione di un teorema, forse più curioso che utile , non è mìo ; 
perchè questo mio breve scritto altro non è, ad eccezione di alcune varianti in- 
dispensabili al mio scopo , se non un brano di traduzione del suindicato lavoro 
deirHurwitz, seguito da una facile deduzione. 



(•) Veggansi i Math. Annalen, Voi. XXII, Fas. 2. 
(••) Math. Annalen, Voi. XX, Fas. 2. 
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Teoremi preliminari. 



Si consideri la seguente equazione differenziale lineare : 

dove y è una funzione della variabile a, e flo»^i due numeri interi qualunque, 
dei quali però non supporremo mai a^ uguale a zero. 

Essendo 9, , 9^ simboli di due polinomi interi in a? , sì potranno sempre de- 
terminare altri due polinomi analoghi (<pi.<Ps) per modo, che si abbia identicamente: 



<^) "^'■£=èi*-»**.^i- 



Infatti, se si eseguisce la derivazione indicata in quest'uguaglianza, si otterrà 
acilmcnte, mercè la (I), quest'altra: 

la quale deve di necessità scindersi nelle due seguenti : 

(3) 

Ora da queste deriva subito l'altra : 

«1 ?i + Oo 9'i - 92 = Qy ^\ + ao f ', - ♦, , 

la quale dimostra, che i coefficienti del polinomio 4^1 dipendono da quelli dei po- 
linomi 9| , 9i , e dai numeri a ; e si deduce in seguito dalla 1' delle (3), che un'ana- 
loga dipendenza deve anche sussistere riguardo ai coefficienti del polinomio ^2- 

E se indichiamo col segno [9, | 92] il grado più elevato fra quelli dei polinomi 
9f , 92 o il grado comune di questi polinomi, se essi sono del. medesimo grado, e 
con k un numero non minore di [9, | 92], si vedrà subito che può sempre ammet- 
tersi la relazione : 
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dorè: f(iv/-' 

Quantità tutte differenti una dall'altra, ed ni! = l-2-3 ...ni. 
j. , a, '""*'"" Óuesfintegrale il nolo metodo d'integrazione per parti, si avrà. 
Appi>"'"fJ,\2), l'uguaglianza : 

posto poi : 

j coefficienti dei polinomi (j/g , ^i (interi in x) dipenderanno da quelli dei polinomi 
^/*'(a5) ^1 , — /"'(oc) ^2 , e quei polinomi si potranno determinare per la conoscenza 
di questi, come più sopra abbiamo dimostrato. Si avrà dunque: 






dove 

cte. 



In modo analogo a quello ora seguito si dedurranno le successive uguaglianze, 
nelle quali i simboli che vi entrano hanno dei significati , che si rilevano subito 
dalle cose precedentemente dette : 

I.-. = m I *.»-. y + *.» ^ J + «P»».. y + «!'„+. ^- 
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Noteremo qui, che i coefficienti dei polinomi 4^ (tutti interi in a?), che entrano 
nelle espressioni degl'integrali I, , I^ , ... , I^,, , dipendono da quelli dei polinomi 
r(^) > 4^1 ) 4^2 ) ^ Qu^i polinomi si potranno riguardare come dati, appena lo saranno 
questi tre. 

Per mezzo degF integrali I, , I, . ecc. , si otterrà con successive sostituzioni 
l'uguaglianza : 



(m 



+ 



la quale potrà anche scrìYersi sotto questa forma : 

(3) 1 = fiX) { f ,^., y + ^,,^ ^ } + 4;,^^, y + ^^^^^ ^ 

dov* è facile scorgere la composizione dei polinomi ^j^., , tjn,. 

Se si fa ora V ipotesi , che il ^rado di ciascuno dei polinomi 9, , <f^ non sin 
> n , vedremo subito che si può sempre ammettere la relazione : 

dove il significato del simbolo [(}/, | ^l^^+i] è stato dichiarato altrove, ed s vi rappre- 
senta un numero intero dìspari. 

Il numero indicato dal segno [^im+i I ^%m+i] » si potrà dunque sempre ritenere 
non superiore al numero (m+ l)n; quindi, se denotiamo con A il coefficiente di 
a?*** in f(oc), ne dedurremo con facilità, che possono sempre determinarsi due 
polinomi interi : u{cc,m) , r(x,i»), i cui coefficienti dipendano interamente da quelli 
dei polinomi ^iifs*/*; > cui gradi non superano il numero n, e tali inoltre, che 
ciascuna delle difTerenze : 

(4) A«-»4;j„+, -i((x,m) , A~-*4;2i»4.t-v(a),w) 

sia divisibile senza resto per f{x). 

Moltiplicando poi i due membri della (3) per A"*'**, sarà facile scorgere, che 
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l'uguaglianEa risultante per le ultime considerazioni fatte, può scriversi cosi: 

(5) /L^!^{^j^ 

+ M(a;,m)i/-f v(a?,w).^, 

ove U(aj,m) , V(x,m) sono dei polinomi interi in ce, facilmente deducibili da quelli 
che entrano nel 2® membro della (3), e dai quozienti delle divisioni per fijjo) delie 
due difTerenze (4). 

Fatte ora nella (5) successivamente le ipotesi che sicno : prima 9,=a;^ , 92=0, 
e poi 94=0 , 92-x^ (X uguale ad uno dei numeri : 0,1,2, ... , w), ne risulterà il 
seguente : 

Teoreha I. Se y è uno qwilunque degl'integrali dell'equazione differenziale: 

dy _ dy , 
^•di^-^'ir^^' 

f (x) un polinomio intero del grado n+1 in x. ed A il coofficienle di x*"*"* in questo 
polinomio f sussisteranno, per X=:0 , 1 , 2 , ... , n, identicamente le relazioni : 

<«> |"ti:iMrx^ydx = f(x){u,(x,m)^ 

+ ux(x,m).y + vx(x.m)^, 

dy 
+ u,^4+3,(x , m) y + v„^ 4+3^ (X , m) ■^. 

Ivi sono Ujk , Vjfe(fc=0, 1, 2, ... , 2n+l) dei polinomi interi in x, e Uj^, v^ dei 
polinomi analoghi, i cui gradi rispetto ad x non superano n, e i cui coefficienti 
dipendono da quelli di f(x). 

Moltiplicando ordinatamente per le costanti Co,C| ,0^, ... » c« i due membri 
delle relazioni (6). e per le c,|+, ,r„4.tf •.. jC^^+i ' ^^^ membri delle (1) , e som- 
mando poi membro a membro le uguaglianze risultanti, si otterrà la : 
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* Asso aO/ ft-so ' ft=0 






E se per brevità poniamo : 



(8') 

I CkUk(a;,in) = G(x) , £ Ca Vft(aj , m) = H(»), 

e determiniamo le quantità e in guisa che esse soddisfacciano le due equazioni : 

Co Wo(aJ , wO + e, Wi^a? , ?n) + + Cj„^, t/j^^^ (a? , w?) = , 

(9) 

Co t?o(x , m) + e, %,{m . «0 + + c,,+, v,^^, (x , m) = , 

la (8) potrà scriversi così : 

(10) /[ nx) r \y H^) + ^ «i(^) } rfaj = r(aj) {y gcx) f ^ ik^d I , 

e da questa uguaglianza se ne dedurrà subito Taltra : 

rW* «(X) y + rCocr 6,(aj) ^ = j^ j /-(a?) G(a?) y + 

Se poi s'indicano rispettivamente con Aa)**"* » fC^)^'* le più alte potenze di 
f{x) , che dividono senza resto ì polinomi G(x) , II (x), e si rappresentano con 

G(a?) , H(a?) i relativi quozienti, potremo porre : 

f(x)G(a?) = /^(x)»*G(^ , /^(x)H(x) = /^(a?/H(x), 
e quindi scrivere Tultima delle superiori uguaglianze cosi : 

(10') nxr 0(x) y + Ax)" 0,(x) ^ = ^ I A^)»* G(F) y + /(x)^ ^(5) ^ j. 
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I numeri pi e v (interi positivi) sono > 1 , e i polinomi G{x) , H(a5) non esat- 
tamente divisibili per f{x), se non sono identicamente nulli. 

^equazione differenziale (t) ha, com'è noto, un integrale generate, cheèdalo 
dairuguaglianza : 

2/ = aie * -fa^e ' , 

dovd le a sono delle costanti arbitrarie, ed m, , m^ le radici deirequazione : 

Qq m* — a^m — 1 = 0. 

Ne risulta dunque che la (100 ^^^^ decomporsi in queste due : 

(11) 

nx)^ 0,(0?) = f(x)^ G(x) + ^ j f(xr m)\-\-a, ^^^^^°^^^ 

Ha la (10') è della stessa forma della (2); e perchè i gradi dei polinomi 
f{x)^^x)yfix)^0^{x) non possono superare il numero (n + 1))n + n; denotando 
rispettivamente con P, , P2 ' 8^21^* ^^i polinomi G{x) , H(a?) , se ne dedurranno le 
relazioni : 

(n + !)m + n>(n+ l)pL + p4 , (n+ 1)mH-n > (?n- l)v + p, , 

e quali mostrano che i numeri ;ji e v non superano il numero m. 
Sia ora *jl < v, e si scrivano le due ultime uguaglianze cosi : 

dx dx Oq 

A^r-^.o.(x) = n^)G^) + vf (a,)v-. ^> H(^ + r(xr ^- ^+ a, rj^^:Tm , 

dalla prima di queste si ricaverà, perchè l'equazione f{x)=0 è stata supposta ir- 
riducibile , cioè di discriminante diverso da zero, che il polinomio G(sd) deve an- 
nullarsi per tutti i valori della a?, che sono radici deirequazione f{x)=0 , e però 
che esso è divisibite per f{x). Ma ciò è impossibile per un'ipotesi precedente; de?e 
dunque aversi identicamente G(aj)=0. Allora la seconda di queste equazioni si potrà 
porre sotto la forma : 



Digitized by 



Google 



)( 361 )( 

e se ne dedurrà che il polinomio E{x) deve pure annullarsi per tutte le radici 

deirequazìone /'(a5)=0, e quindi che dev'essere anch'esso identicamente uguale a zero. 

Se infine sarà v<ijl, le equazioni suindicate si scriveranno in quest'altro modo: 

/(xr-v-* 0(0;) = ,. Axr*^ m + fixr"^* ^ + ^-^ 

nxr-^^%(a» = f (x)^-v- G^) + V ^ H^ + f(x) ^g + a. t<^ , 

e da queste, ragionando in un modo analogo a quello con cui abbiamo ragionato 
nel caso di pK v, si giungerà ancora alla conclusione, che ciascuno dei polinomi 

G(oc) , H(aj) dev'essere identicamente uguale a zero. In virtù delle (11) dovrà dunque 
nello stesso modo annullarsi anche ciascuno dei polinomi 6(a;) , 6|(x) , e però si 
concluderà per le prime due delle (8') , che ciascuna delle quantità e dev' essere 
uguale a zero. Deriva da ciò il seguente : 

Teorema II. Supposto che V equazione f(x) = sta irriducibile ^ e ammesso il 
Teor. I colle relative nolazioni, saranno neceMariamenlc nulle tutte le quantità 
e, e quindi le equazioni (g) sussisteranno per qualsivoglia valore della x. indi- 
pendentemente dai valori dei coefficienli dei polinomi 

.*» 

u/t(x , m) , v^(x , m) (k = , 1 , 2 , .., , 2n + !)• 

Applioazione. 



Sia: 

(12) /;(a?) = 

un'equazione irriducibile del grado n, che non abbia una radice uguale a zero, e 
i cui coefficienti siano numeri razionali, reali o complessi, e : 

(13) nx) = 

l'equazione che si deduce dalla (12) col moltiplicarne per x il suo 1^ membro. 

Se nelle formolo del Teor. I si pone in luogo della y.e^j essendo p una ra- 
dice deirequazione : 

(130 aop*-a,p-l=0, 

e s'indica con Xf una radice qualunque dell'equazione (12), si otterranno le ugua- 
glianze : 

VOL. zxiv. 46 
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Il luogo dei poli di una retta p rispetto a tutte le coniche ^ bilangenti a due 
coppie di rette (reali o immaginarie) è costituito da tre coniche 0^ , Or , 6^ , delle 
quali quella che corrisponde alla serie delle coniche ^ non deformate è u/na cop- 
pia di assi di sinlosi delle altre due. 

Se le involuzioni {i' i") ^ {h' h'') sono ortogonali, si ha: 

Il luogo dei punti coniugali di p nelte involuzioni determinale da una delle 
involuzioni (E) o (6) sui raggi delVallra è coslUuilo da due coniche ^ che pas- 
sano per 6 ed E ed hanno per a>sse di sinlosi associato a GÈ la retta luogo dei 
poli di p rispetto alle coniche confocali in E e 6. 

e) Facciamo invece variare i punti P, , P^ sulla retta p% cioè esaminiamo le 
coniche 4^ bitangenti alle coppie di coniche della schiera [91 , (f^]. 

Supponiamo che P^ coincida col punto p'f; siamo ridotti a considerare una 
conica 9i ed una coppia di punti K'K" (reali immaginarii). Delle tre serie di co- 
niche bitangenti a cp« e alla coppia di punti K'R", la serie di coniche ^f^ della 
quale i poli di contatto stanno sulla f si deforma nelle coppie di tangenti che 
dai punti di f si possono condurre alla f , , e la sua conica polare 6^ ai deforma 
nella retta f e nella retta t^^V^^pf. Le altre due serie sono formate di coniche 
propriei e le loro coniche polari soddisfano alle note condizioni ; e si ha : 

Il luogo dei poli di una reità p rispetto alle coniche 4^ bitangenti ad una 
conica <P| (reale immaginaria) ed a una coppia di punti K' K" (reali immagi- 
narii) di una retla f, è cpsliluilo da tre coniche 0^ , O/* , 6^ » delle quali quella 
che corrisponde alla serie delle coniche bilangenti improprie è una coppia di 
assi di sinlosi delle altre due. 

d) Supponiamo che Pj coincida con p'f e P| coincida con p'e : le coniche 
f 1 , 9, si riducono a due coppie di punti K'R''>/V (reali immaginarli) situati 
rispettivamente sulle rette f, e. 

Le due serie di coniche 4^^ > ^f ^i deformano nelle coppie di rette che passano 
per i punti dati su una delle rette e , /* e si segano sulFaltra, e le rispettive coni- 
che polari 6e,6r si riducono alle coppie di rette e,^e = pTpe, ed f if^p'e-pf. 

La serie di coniche ^g si riduce al fascio di coniche (J' J" , R' R") , e quindi 
si ha: 

Il luogo dei poli di una retta p rispetto a tutte le coniche ^ bitangenti a due 
coppie di punti (reali immaginarii) dati su due retie e , f , è costituito da tre 
coniche Oe • ^/ > ^é^ » due delle quali sono improprie e sono coppie di tali opposti 
di un quadrangolo inscritto nella terza^ del quale una retta diagonale è ìa retta p. 

Lasciamo al lettore la cura di ricavare i teoremi correlativi di quelli surri- 
feritiy e i teoremi sul luogo dei centri delle coniche ^ nei diversi casi esaminati. 



alle due involuzioni determinate da (E) e da (0) su p, essi appartengono alla coni- 
ca X ; troviamo i punti EA'.GA"=B' , EA".GA'=B" ; la retta B'B" sarà la polare di 
pf rispetto a X e quindi s alla retta PT". 
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4. 

Assegnate le coniche op, , (p^ , e quindi la serie di coniche ^ bitangenti ad esse, 
resta assegnata fra gli elementi del piano una corrispondenza reciproca tale che 
ad ogni punto P corrispondono tre coniche inviluppi b\, 67 , OV appartenenti ad una 
medesima schiera, di cui le rette base abbiamo indicate con Pi . Pt , Ps » P4 ; ed 
a ogni retta p corrispondono tre coniche luoghi ©« , 0/^ , % appartenenti ad un me- 
desimo fascio dì cui i punti base abbiamo indicati con Pi , Pf , P3 > P^* Se P sta 
su p ogni tangente delle coniche 6' passa per un punto delle coniche 6, e quindi 
se il punto P descrive la punteggiata p, le coniche 0'^ , 6V » ^'g si manterranno 
prospettive rispettivamente alle coniche 6^ , 0^ , 0^ . Dimodocchè una tangente co- 
mune a 6'^ , 6V dovendo rotare nello stesso tempo intorno ad un punto di 0^ , e 
a un punto di 0^ , passerà necessariamente per uno dei punti dMncontro; e sic- 
come Pi,P2 passano per P, , P^ rispettivamente; Pa,?* passeranno anch'esse ri- 
spettivamente per P3 , P4. 

Se la retta p descrive intorno al punto P un fascio di raggi di 1® ordine , i 
punti P^ descriveranno sulle rette p^ quattro punteggiate di 1** ordine fra loro pro- 
iettive, ed il punto X = P, Pa-HsP* descriverà una curva luogo del 4® ordine. Altre 
due curve del 4® ordine saranno descritte dagli altri due punti diagonali del qua- 
drangolo completo PjPjPjP^; dunque si ha: 

Le due coniche <P| , «p^ sLabiliscono nel piano una corrispondenza reciproca 
geometrica tale che ad un punto corrisponde un quadrilatero completo, ad una 
retta un quadrangolo completo. 

Ad un fascio di {^ ordine corrispondono tre punteggiate del 4® ordine pro- 
iettive al fascio (di queste una è certamente reale, quella descritta dal punto X), 
ad una punteggiata del 1** ordine corrispondono tre fasci di 4* classe proieilivi 
(dia punteggiala (di cui uno è certamente reale) (•). 

Se due fasci di raggi R,R' di P oriJine sono fra loro proiettivi, le curve che 
ad essi corrispondono saranno pure proiettive fra loro. In particolare, diremo pro- 
speltive quelle curve che corrispondono a due fasci prospettivi di 1® ordine ; e 
quindi : 

V inviluppo delle congiungenti i punti corrispondenti di due punteggiale prò- 
spettive di 4"^ ordine è un fascio di raggi di 4' classe. 

Napoli , Dicembre 188S. 



Ci Neirenniìciato di questo teorema dato nei Bendi delle So. Fis. e Mat. di 
Napoli, fase. 4^, Aprile 1886, leggasi fascio ove sta scritto punteggiata, Neil' enun- 
ciato seguente Tultima parola leggasi classe invece di ordine, 

voi. xxiv. 45 
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INTORNO AD UN PROBLEMA DELLA GEOMETRIA ELEMENTARE 

(DA UNA MEMORIA DEL SIG. ADOLF HURWITZ (*) ) 

Nota di 

ORESTE TOGNOLI. 



È notissimo il criterio, col quale si può decidere quando una costruzione geo- 
metrica si possa effettuare coir uso della linea retta e della circonferenza esclu- 
sivamente ; e fra i problemi degli elementi di g<*ometria , su i quali molto si è 
scritto, il primo posto deve forse assegnarsi a quello della quadratura del circolo. 
Però, fino a non molto tempo indietro, mancava ancora una prova della possibilità 
od impossibilità della risoluzione di un tal problema , nel senso della geometria 
elementare. 

Il sig. Lindemann, in una sua Memoria di data abbastanza recente (*^) , 
tolse ogni dubbio su questo proposito ; dimostrando che il numero t: non può es- 
sere radice di un'equazione algebrica di qualsivoglia grado con coefficienti razio- 
nali, e concludendo da ciò, che il problema della quadratura del circolo non può 
essere risoluto con costruzioni geometriche elementari. 

La memoria del sig. Lindemann dette ori*>ine ad altra del sig. Hurwitz, 
consacrata dal suo A. allo studio di proprietà aritmetiche di certe funzioni tra- 
scendenti ; ed è appunto da quest* ultima memoria , eh* io ho ricavato una dimo- 
strazione assai semplice del citato teorema del Lindemann; la quale ora pub- 
blico qui, pensando di non faro cosa del tutto sgradita ai giovani lettori di questo 
periodico. 

Il merito di avere ritrovato per una via diversa da quella seguita dal Linde- 
mann la dimostrazione di un teorema , forse più curioso che utile , non è mio ; 
perchè questo mio breve scritto altro non è i ad eccezione di alcune varianti in- 
dispensabili al mio scopo , se non un brano di traduzione del suindicato lavoro 
deir Hurwitz, seguito da una facile deduzione. 



(•) Veggansi i Math. Annalen, Voi. XXII, Pas. 2. 
(•*) Math. Annalen, Voi. XX, Pas. 2. 
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Teoremi preliminari. 



Si consideri la seguente equazione differenziale lineare : 

dove y è una funzione della variabile x, e ao^a, due numeri interi qualunque, 
dei quali però non supporremo mai a^ uguale a zero. 

Essendo 94 , 9^ simboli di due polinomi interi in a? , si potranno sempre de- 
terminare altri due polinomi analogbi (<p|.<p2) P^^ modo, che si abbia identicamente: 



« "+'.^=^it.»**.^ì- 



Infatti, se si eseguisce la derivazione indicata in quest'uguaglianza, si otterrà 
aciiracnte, mercè la (I), quest'altra: 

la quale deve di necessità scindersi nelle due seguenti : 
(3) 
Ora da queste deriva subito l'altra : 

la quale dimostra, che i coefficienti del polinomio 4^1 dipendono da quelli dei po- 
linomi ?i , ?2 ' ^ ^^^ numeri a ; e si deduce in seguito dalla 1* delle (3), che un'ana- 
loga dipendenza deve anche sussistere riguardo ai coefficienti del polinomio ^2* 

E se indichiamo col segno [<f^ \ (f^] il grado più elevato fra quelli dei polinomi 
<rf , ?2 ^ il grado comune di questi polinomi, se essi sono del. medesimo grado, e 
con k un numero non minore di [9, | (Ptl* sì vedrà subito che può sempre ammet- 
tersi la relazione : 
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Premesso questo, si consideri l'integrale: 



-/^T"N.»--SÌ-. 



dove : 

f{x) = (X - ajo) (rt? ' X,) (oc - CTn) 1 

Xq ,Xi ,X2, ... , Xn quantità tutte differenti una dall'altra, ed m! = 1 -2-3 ... w. 

Applicando a quest'integrale il noto metodo d'integrazione per parti, si avrà, 
col far uso della (2), l'uguaglianza : 

Posto poi : 

i coefflcienti dei polinomi (j/, , ^i (interi in x) dipenderanno da quelli dei polinomi 
— r(3C) <pi , - /"'(oc) 4^t > e quei polinomi si potranno determinare per la conoscenza 
di questi, come più sopra abbiamo dimostrato. Si avrà dunque: 



essendo : 

J 



dove : 

im-2 

l 






dx. 



In modo analogo a quello ora seguito si dedurranno le successive uguaglianze, 
nelle quali i simboli che vi entrano hanno dei significati , che si rilevano subito 
dalle cose precedentemente dette : 



, jnx)] 



m-t 



i+s?/ + *.gl + I,. 






* (Tn-2)! 

f{x)r 
(m-3) 



I.-. = m) I *„.. y + **» ^ j + «Pt».. y + *,•+. ^- 
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Noteremo qui, che i coefficienti dei polinomi 4/ (tutti interi in a?), che entrano 
nelle espressioni degl'integrali I^ , Ij , ... , I^_, , dipendono da quelli dei polinomi 
f{^) ^^^^^^^ © quei polinomi si potranno riguardare come dati, appena lo saranno 
questi tre. 

Per mezzo degF integrali I, , It * ecc. , si otterrà con successive sostituzioni 
l^uguaglianza : 



I 



^ (m-2)! l^*^^^*da? r 

+ 

+ f (oc) { *2«-i y + *,„ ^ j + 4,^.^, 1/ + *,«+, ^ , 

la quale potrà anche scriversi sotto questa forma : 

(3) l = r(a5){^,«.,i/ + ^«^} + *2m+i2/ + *tm-.2^ 

dov* è facile scorgere la composizione dei polinomi ^j^.i , *2ai- 

Se si fa ora V ipotesi , che il grado di ciascuno dei polinomi 94 , 72 non sia 
> n y vedremo subito che sì può sempre ammettere la relazione : 

r f I I 1 «+ 1 

dove il significato del simbolo [^z, | <[;,+,] è stato dichiarato altrove, ed s vi rappre- 
senta un numero intero dispari. 

Il numero indicato dal segno [ift^j^i \ ifxm+t] 1 si potrà dunque sempre ritenere 
non superiore al numero (rM+ l)n; quindi, se denotiamo con A il coefficiente di 
n?*** in f(x), ne dedurremo con facilità, che possono sempre determinarsi due 
polinomi interi : u{x^m) , i(a?,t;0» i cui coefficienti dipendano interamente da quelli 
dei polinomi ?f ,92 •/*; i cui gradi non superano il numero n, e tali inoltre, che 
ciascuna delle dilTerenze : 

(4) A^-» ^2«+i - <^ , wi) , A~-* (|;2„4.t - v(x , w) 

sia divisibile senza resto per f{x). 

Moltiplicando poi i due membri della (3) per A****^, sarà facile scorgere, che 
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l'uguaglianza risultante per le ultime considerazioni fatte, può scriversi cosi : 

(S) /^-^^^{^ 

+ u(a5,m)y-f v(aj,w).^, 

ove U(a5,m) , V(oc,m) sono dei polinomi interi in ce, facilmente deducibili da quelli 
che entrano nel 2® membro della (3), e dai quozienti delle divisioni per f{x) delle 
due difTerenze (4). 

Fatte ora nella (S) successivamente le ipotesi che sìeno : prima f^i=^ , ^t=^, 
e poi 94=0 , ^x'^ (^ uguale ad uno dei numeri : , 1 , 2 » ... , w), ne risulterà il 
seguente ; 

Teoreha I. Se y è uno qìMlunque degl'integrali deU* equazione differenziale: 

dy _ dy , 
^•dx^-'^'H^y' 

f (x) un polinomio intero del grado n+1 in x. ed A il coofflcienle di x*"*"* in quealo 
polinomio^ sussisteranno, per X=0 , 1 ^ 2 , ... , n» iGlen(icaT/ie7)(e le relazioni : 

+ U3,(x,m)-y + vx(x»m)^» 

dy 
+ u,^4+x(x > m) y + v„^ 4+x(x , m) -^. 

M sono Ujk , Vjk(fc=0, 1, 2, ... , 2n+l) dei polinomi interi in x, e Uj^, v^ dei 
potinomi ano loghi, i cui gradi mpe(/o ad x noti superano n, e i cui coefficienli 
dipendono da quelli di f(x). 

Moltiplicando ordinatamente per le costanti Co,c, , e,, ... , c« i due membri 
delle relazioni (6). e per le c,|+, ,r„^.2, ... , c,„+, i due membri delle (7), e som- 
mando poi membro a membro le uguaglianze risultanti, si otterrà la : 
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* Asso aa; a-^o » «=0 






E se per brevità poniamo : 



(80 






ftsiii+t k>.tii+t 

£ CfcUft(a5,ni) = G(y) , 2 r,, V^ (a? , m) = H (x), 



e determiniamo le quantità e in guisa che esse soddisfacciano le due equazioni : 

Co Wo(x , w) -f e, «/a? , m) + + Cj«^i 1/2^^.4 (a? , t)7) = , 

(9) 

Co t?o(aj , m) + C| v,fa? , Wi) 4. + 0^+, r^,,^, (x , m) = , 

la (8) potrà scriversi cosi : 

(10) /[ Ax) 1" jy 6(^) + ^ 0,(0?) } da: = f (x) {y G(x) f ^ H(^) | , 

e da questa uguaglianza se ne dedurrà subito Taltra : 

Se poi s'indicano rispettivamente con Ax)**~* » f (^)^"'* 1© più alte potenze di 
/"(x) , elle dividono senza resto i polinomi G(x) , H(x), e si rappresentano con 

G(a?) , H(a?) i relativi quozienti, potremo porre : 



f(x)G(a?) = /^(x)»^G(x) , /^(x)H(x) = /^(a?/H(x), 
e quindi scrivere Tultima delle superiori uguaglianze cosi : 

(10') Ax)" 0(x) y + AaJ)" 0|(a?) ,^ = ^ | A^)^ G(F) y + /(a?)' ^ S"!' 
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I numeri ji e v (interi positivi) sono > 1 , e i polinomi G(x) , H(x) non esat- 
tamente divisibìli per f{x), se non sono identicamente nulli. 

L'equazione differenziale (I) ha, com'è noto, un integrale generale, che è dato 
dairuguaglianza : 

j/ = a4e * 4-aje * , 

dove le a sono delle costanti arbitrarie, ed mi , m^ le radici dell'equazione : 

Oq m* — a^m — 1 = 0. 

Ne risulta dunque che la (10') deve decomporsi in queste due : 

(11) 

Ma la (10') è della stessa forma della (2); e perchè i gradi dei polinomi 
f{x)^ Hx) , f{x)^ 0,(05) non possono superare il numero (n + l)m + n ; denotando 
rispettivamente con Pi , P» i gradi dei polinomi 6(x) , H(a?) , se ne dedurranno le 
relazioni : 

{n-{'ì)m-^n>(n-^ 1)P^ + Pi , (n+ \)m + n> (n+ t)v + P, , 

e quali mostrano che i numeri ;jl e v non superano il numero m. 
Sia ora [jl < v, e si scrivano le due ultime uguaglianze cosi : 

f«— '-..(0,) = MGW + »r W-'^' m + «x)--" ^+ «. (Wl^ : 

dalla prima di queste si ricaverà, perchè Tequazione f{x)=Q è stata supposta ir- 
riducibile , cioè di discriminante diverso da zero , che il polinomio G(x) deve an- 
nullarsi per tutti i valori della a?, che sono radici dell' equazione f{x)=Q , e però 
che esso è divisibite per f{x). Ma ciò è impossibile per un'ipotesi precedente; deve 
dunque aversi identicamente G(aj)=0. Allora la seconda di queste equazioni si potrà 
porre sotto la forma : 
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e se ne dedurrà che il polinomio H(rr) deve pure annullarsi per tutte le radici 

deireqaazione/'(x)=0, e quindi che dev'essere anch'esso identicamente uguale a zero. 

Se infine sarà v<iJi, le equazioni suindicate si scriveranno in quest'altro modo: 

r(x)— o,(a;) = r(x)^-v- G^) + V ^ H^ + fix) ^g> + a. «Ì . 

e da queste, ragionando in un modo analogo a quello con cui abbiamo ragionato 
nel caso di |jl< v, si giungerà ancora alla conclusione, che ciascuno dei polinomi 

6(2c) , H(x) dev'essere identicamente uguale a zero. In virtù delle (11) dovrà dunque 
nello stesso modo annullarsi anche ciascuno dei polinomi b{x) , ^^ix) , e però si 
concluderà per le prime due delle (8') , che ciascuna delle quantità e dev' essere 
uguale a zero. Deriva da ciò il seguente : 

Teorema II. Supposto che V equazione f(x) = sia irriducibile ^ e ammesso il 
Teor. I colle relative notazioni, saranno necessariamente nulle tutte le quantità 
e, e quindi le equazioni (g) sussisteranno per qualsivoglia valore della x, indi- 
pendentemente dai valori dei coefficienti dei polinomi 

ujk(x , m) , Vfc(x , m) (k = , 1 , 2 , ... , 2n + 1). 
Applloazione. 



Sia: 

(12)' /;(a?) = 

un'equazione irriducibile del grado n, che non abbia una radice uguale a zero» e 
i cui coefficienti siano numeri razionali, reali o complessi, e : 

03) f(x) = 

l'equazione che si deduce dalla (12) col moltiplicarne per x il suo 1^ membro. 

Se nelle formolo del Teor. I si pone in luogo della t/,e^, essendo ^ una ra- 
dice dell'equazione : 

(130 aop*-a,p-l = 0, 

e s'indica con X| una radice qualunque dell'equazione (12), sì otterranno le ugua- 
glianze : 

VOI.. XXIV. 46 



Digitized by 



Google 



)( 362 )( 

X = 0, 1, ?, ... , n, e hxjk\ quantità costanti. 

Riguardo poi alle integrazioni qui indicate, esse dovranno intendersi estese ad 
una linea arbitraria, i cui punti sono tutti a distanza finita, e che ha per estremi 
i punti ò , x^. 

Se ora si osserva che i primi membri delle uguaglianze (14), e in conseguenza 
anche i secondi, rappresentano delle quantità che necessariamente divengono mi- 
nori di una quantità piccola quanto si voglia, col crescere di m al di là di ogni 

limite, si potrà dimostrare che e * non può essere un numero razionale , se si 
dispone, ciò che può sempre farsi, dei numeri interi a^^a^ in modo, che l'equa- 
zione (13') abbia le sue radici commensurabili. 

Infatti, se in questa ipotesi potesse essere e * uguale ad un numero razio- 
nale H : N, le quantità : 

i t*x (^i , m) -h P i?'x(^< » ^) I M - ftx N , 

{ Wn+i+x(«'< , wi) + p v^i^^ioct , w) 1 M - k\ N 

(X = 0, 1, 2, ... . n) dovrebbero annullarsi per m= oo; dunque per un tal valore 
di m dovrebbero parimente annullarsi i determinanti : 

w«4.i+x(3c< , m) + p Vn+i+x(^< , m) h\ 

X = 0, 1, 2, ... , n. .^ 

Ma ciò stabilisce delle relazioni fra i coefficienti dei polinomi %(a7,77i),t;^(x,m), 
le quali sono inammissibili, perchè abbiamo provato altrove, che questi coefficienti 
si possono ritenere completamente arbitrari ; dunque : 

Se Xi è una radice qualunque dell equazione (12) , e i numeri interi ao,ai 
saranno scelti in guisa, che Vequazione (130 abbia le sue radici commensurabili, 

essendo p una radice di quesla equazione , sarà sempre e^ * un numero incanir 
mensurabile. 

Ora si ha e*^" = - J ; quindi, se si scelgono i numeri a^ , a, in modo che 

sia ao = a| + 1, sarà p = 1 , e però c'^*^"^ = - I. Dunque icV-ì non può essere 
radice deirequazione (12). 
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Si deve poi osservare, che un'equazione algebrica F(a;) = 0, che non sia irri- 
ducibile, si può sempre rendere tale col mutarvi x in Ix^ purché si prenda per 
I un numero, che non sìa radice del discriminante (uguagliato a zero) dell* equa- 
zione F(aj) =0. Dunque ir ^/^ non può essere radice di un'equazione algebrica di 
grado qualunque a coefficienti razionali. E se nella equazione F(x)=0 sostituiremo 

x^f^ alla X , si potrà concludere che V equazione risultante non può avere una 
radice uguale a ir ; dunque : 

Il numero n (numero di Ludolph) non può essere radice di un'equazione 
algebrica di qualunque grado, i cui coefficienli siano numeri razionali {reali o 
complessi). 

' Questo teorema mette subito in evidenza Tirrazionalìtà del numero tc. 

Infatti, se si costruisce un'equazione algebrica del grado m, della quale una 
radice sia uguale al numero ic, e le rimanenti radici: cCs y^st^i» ••* »^«ii tutte 
uguali a quantità razionali ; una tale equazione , secondo il teorema ora dimo- 
strato, non potrà avere tutti i suoi coefficienti uguali a quantità razionali ; quindi, 
pensando alle relazioni che sussistono fra i coefficienti e le radici di qualsivoglia 
equazione algebrica, se ne dedurrà immediatamente che ir non può essere un nu- 
mero razionale. 

In fine, il criterio da noi accennato in princìpio di questo scritto, dice in so- 
stanza a che onde una costruzione geometrica si possa effelluare per mezzo di 
un numero limitato di rette e circonferenze , è necessario e sufflcienle , che te 
grandezze domandate si possano esprimere razionalmente mediante le date^ e 
col mezzo di estrazioni di radici quadrate ». E questo, nel linguaggio delV al- 
gebra , significa che al problema deve corrispondere un sistema di equazioni li- 
neari e quadratiche, sistema che darà poi luogo ad un altro formato dì sole equa- 
zioni quadratiche, una delle quali avrà per coefficienti dfìlle quantità razionali, e 
Je altre dei coefficienti irrazionali, che vi saranno introdotti dalle precedenti equa- 
zioni dell'ultimo sistema. Si potranno però togliere tutte queste irrazionalità con 
successive elevazioni al quadrato, e pervenire cosi ad un'equazione finale, che sarà 
necessariamente di grado pari , e avrà per coefficienti quantità razionali. Ora il 
problema della quadratura del circolo sarebbe risolvibile colla riga e il compasso, 
come si suole dire, qualora ic potesse essere radice di un'equazione di questa na- 
tura ; ma ciò è provato impossibile dall' ultimo dei superiori teoremi ; è dunque 
vano il cercare una costruzione geometrica elementare, che dia un quadrato equi- 
valente a un dato cerchio. 

Roma 15 Febbraio 1886. 
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DUE CASI DI MOVIMENTO TAUTOCRONO D'UN PUNTO NEL VUOTO 

SOPRA UNA CURVA LEVIGATA QUALUNQUE (•) 
NOTA 



DEL 



Dott. UGO DAINELLI. 



Per avere infinite forze tangenziali sollecitanti un punto materiale di massa 
atte a produrre il moTimento tautocrono nel vuoto su di una curva levigata qua- 
lunque rispetto ad un punto arbitrario di essa , basta che l' arco s , contato a 
partire da 0, da percorrere verso al tempo t sia preso nel modo seguente: 

(1) « = /'(«, 09(0. 

e quindi, derivando rispetto a (, la velocità V e la forza tangenziale sollecitante 
p siano: 



V-_- 



dh 



(*) Per lo stadio del celebre problema delle carye tautocrone in generale e nei 
particolari yedansi i più recenti e pregevoli lavori: 

Sul Problema delle tautocrone. Nota del Prof. D. Padelletti — Giornale di 
Scienze Nat. ed Econ. Voi. XIV. 1879. Palermo. 

Sul Problema delle tautocrone. Nota del Prof. 0. Form enti — R:" Istituto 
lombardo, 15 Aprile 1880. 

Monografia delle curve tautocrone del D. F. Amedeo. Avellino. 1883. 

Espressione generale di Lagrange della forza aita a produrre un movimento 
tautocrono. Nota del Prof. 0. Fermenti. K.® Istituto lombardo. 29 Novembre 1883. 
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dove a è Farco iniziale; /* e 9 sono funzioni qualunque (per qualunque valore reale 
finito e positivo di (£) reali finito e continue con le loro derivate prime e seconde 
neirintervallo ( = < = T; T reale indipendente da a ed eguale alla minima radice 
positiva di : 

9(0 = 0, 

inoltre f e 9 tali che neirintervallo suddetto f non vi annulli, s sia sempre posi- 
tivo , Y sempre negativa e sia sodisfatta identicamente per qualunque a la rela- 
zione : 

a = r(«, 0)9(0), 

Infatti allora il punto mobile percorrerà di moto continuo e senza oscillazioni 
un arco qualunque a in un tempo costante T. 

Qui si considerano soltanto due casi particolari della (I) che danno forzo tan- 
genziali atte al movimento tautocrono continuo e senza oscillazioni con velocità 
iniziale proporzionale all'arco iniziale costante; e nei quali la velocità nel punto 
dì tautocronismo è talvolta nulla talvolta differente da zero. 

!. 

Prendendo nella (1) 

A(a > = -^ + -^j 

9(0 = T-(, 

dove T è una quantità arbitraria ma reale positiva e indipendente da t. e V^ è il 
valore assoluto della velocità iniziale diretta verso Torigine degli archi ed arbitraria 
purché sia : 

avremo : 



(2) s = [f + (^^'](T-0 

(3) v = -[y. + ?(fL=^),] 



(4) p = ^, 



_ 2(a-VJ) 
- X» • 

Questa forza p in funzione di s e di V mediante le (2), (3), (i) si sorive come 
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soglie: 

,„, B VoT-\/8*-23VoT + V»T* 
(5) P = -^i+-^^ jT^ ' 

dove va scelto il segno meno del radicale affinchè per {=0 e per V^-O e quindi 
per V=0 ed 8=a , la (5) si riduca alla (4). 

L'arco 8 eguale ad a per {=0 e eguale a zero per t=T si mantiene positivo 
neir intervallo (=0 (=T, poiché per la (I) anche il primo fattore nel secondo membro 
della (2) si mantiene positivo in queirintervallo e non si annulla che per un tempo l 

Ta 



VoT-a 



per la (1) non minoro di T , e decresce s con continuità da a a zero poiché la 

ds 

-- = V, (3), negativa per t=0 si mantiene negativa da t=0 a f=T non cangiando 

di segno in queirintervallo, infatti si annulla per un tempo i 



2(VoT-a) 



per la (1) non minore di T. Quindi supponendo T indipendente anche da a, il 
movimento definito dalla (2) continuo e senza oscillazioni é tautocrono nel tempo T 
rispetto al punto fisso qualunque della curva scelto come origine degli archi $ 
percorsi dal punto mobile verso 0. E si ha che: sopra una curva levigata qua- 
lunque nel vuoto un punto sollecitato da una forza tangetìziale p , (4), cos(an/e 
durante il movimento si muove di molo tautocrono nel tempo T, rispello ad un 
punto qualunque della curva , con velocità iniziale qualunque purché soggetta 
alla condizione (1). 

In particolare una velocità iniziale nulla e una velocità iniziale V^ proporzio- 
nale all'arco iniziale (data In valore assoluto da V^-ka con k costante e < m ) le 

quali velocità iniziali convengono ambedue (*) al movimento tautocrono prodotto 
da una forza tangenziale proporzionale air arco da percorrere e diretta verso il 
punto di tautocronismo, convengono anche al moto tautocrono prodotto dalle forze 
costanti p date dalla (4) : 

2a 2(1 - &T) 

P = -fr P = - ^ T« ''' 



(•) Vedi Prof. D. Pad eletti. Nota citata. 
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Questo movimento tautocrono prodotto dalla <4) è uniformemente accelerato 
pei valori di V^ minori dì ■=• , uniforme per Vq = •=- , uniformemente ritardato pei 

valori di V^ maggiori di ^ ma, per la (1), non maggiori di -=-• ^^ ^^'^^'^^ V^ fi- 
nale, cioè nel punto di tautocronismo, è; dalla (3), in valore e segno : 

^.=-[¥-.]- 

In particolare sono tautocroni nel tempo T ì due movimenti uniformemente 
accelerato e ritardato, pei quali si ha in valore e segno : 



Vo= 


. P = - 


2a 

"T* 


V - 2a 

» V — Y 




. P = 


2a 
T» 


, V,= 0. 



Nel secondo di questi due ultimi casi la forza resistente p = ^^ costante du- 
rante il movimento impiega sempre lo stesso tempo T ad esaurire nel corso dì un 

2a 
arco qualunque a la velocità iniziale -=r (*)• 

Se nelle formole (2), (3), (4) si suppone che T, indipendente da t , sia una 
funzione qualunque reale e positiva delFarco iniziale a, si ha che : « li movimento 
R uniformemente accelerato e ritardato e uniforme di un punto sopra una curva 
« levigata qualunque nel vuoto, prodotto dalla forza tangenziale (4; è ipertaiUo 
< crono per qualunque funzione reale e positiva T dell'arco iniziale a, con velocità 
a iniziale arbitraria soggetta alla condizione (t) ». 

2. 

Prendendo nella (1) : 

/•(a , = a - Qi 

9(0 = cos&i; 

dove k è una costante arbitraria positiva e G una quantità qualunque reale posi* 



(*) L'espressione generale delle forze tangenziali atte al moto tautocrono che esau- 
riscono la velocità iniziale qualunque essa sia, è stata data dal prof. 0. Fermenti 
nella prima Nota sopra citata, formole (12) e (18), 
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tiva indipendente 


da ( 


e soggetta alla condizione : 


(1) 








«>-«è' 


ossia 
(1)' 








n 2ft 


avremo : 










(2). 








8 = (a-60cosk(, 


e derivando : 










(3) 




7 = - 


-[G 


co8k« + fc(a-G0 


(4) 




p = . 


-k*' 


s + 'ikGsenkL 



Il movimento definito dalla (2) continuo e senza oscillazioni è tautocrono nel 
tempo ^. Infatti si ha 8=a per f=0 ed 8=0 pel valore ì = òt: indipendente da a; 
nell'intervallo di tempo ^=0, t-^ l'arco s si mantiene sempre positivo per la (1) 

e. decresce con continuità essendo la velocità (3) sempre negativa in queir inter- 
vallo di tempo. Dalla (3) si ha che la velocità iniziale V^ è in valore assoluto 
eguale a G e la velocità Y^ nel punto di tautocronismo è in valore assoluto : 

ic r2fc 






e potrà essere resa nulla, eguale, maggiore, minore di Vq col prendere rispettiva- 
mente per 6 i valori : , 

^ 5fc ^ 2ka 2ka ^ 2/ca 

G = -a , G < oppure = ^-:p^, ^—^<G< — 

compatibili colla condizione (1)'. Per avere la forza p in funzione di s e di Y basta 

cos kt 
moltiplicare la (3) per . moltiplicare la (2) per sen&t e sommare, cosi si ottiene: 

V 6 

8«sentó + -r- cos&( = — -r-^os^if. 

Quest'equazione e la (4) posto : 

senfc( = a7, 
divengono : 

p = -fc«8 + 2ft;Ga? 



(8) 
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Dal modo con cui è dedotta quest* ultima equazione 8i vede che ad ogni va- 
lore di ( da 2=0 a t = ^ corrispondendo un valore di x fra zero e 1 , un valore 

di $ fra a e zero, ed uno di V fra - 6 e ""*(*"~2Ìf)' ^^^^ "'^^ radice reale 

fra zero ed 1 ed è questa che va sostituita ad x in p, che Tiene cosi espressa al- 
gebricamente in funzione di s , V , G. 

La G può esser presa della forma seguente : 

G = |i(a), 

essendo |i(a) una funzione qualunque reale finita e positiva per qualunque valore 
reale finito e positivo di a soggetta, per la (1)', alla condizione : 

(6) ><«><ir ^*^' 

e quindi le velocità iniziale e Anale : 

_, n\2k(t , . "I 

E si ha che : 

Una velocità iniziale : 

Vo = -iiL(a), 

2ka 

essendo pi (a) qualunque reale finita positiva e < — y conviene al movimento tau- 
tocrono, nel tempo ^, di un punto sopra una curva qualunque e rispetto ad un 

punto arbitrario per effetto di una forza tangenziale p data dalle (5) dove sia 
6=pL(a) e la ve^oct^d fincUe non è jsero. 
Se nella (6) sì prende : 

• , . 2fca 



O In particolare per soddisfare alla (6) col primo segno basterebbe prendere 

, ^ na 1 



ic Aa* + Ba + 
od anche 






4AC — B* 

con A > e — — > 1. Infatti allora per qualunque valore reale finito e positivo 

4AG — B* 

di a il trinomio Aa* + Ba + C è sempre reale finito positivo e > 1 essendo — -y — 

2h(t 
il sno minimo valore : qnindi |i (a) < . 

VOL. XXIV. 47 
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4i h» |ier le velocità iniùale e finale : 



2k 



V, = -~.a Y,=:0. 



2kaL 

La forza p data dalle (5) dove sia 6 = — è atta al moto tautocrono con ve- 
locità iniziale proporzionale all'arco iniziale, è resistente ed esaurisce nel corso 
di un arco qualunque a la detta velocità iniziale. 

Se si suppone G costante ed eguale al valore assoluto della velocità iniziale 
costante T^ arbitraria, allora per la condizione (I) il tautocronismo non ha luogo 

che per gli archi a non minori ^^ ^o^ ^ la velocità finale non è zero che per 

r arco A = Vq ^ ; e si ha che : 

Una velocità iniziale arbitraria costante \q conviene , ma soltanto per gli 
archi non minori di Vq ^^ , al moto tautocrono, nel tempo rr- , prodotto da una 

forza tangenziale p data dalle (5) dove sia G=\q. 

Se si suppone G=Vo=0 si ricade nel notissimo caso della forza p proporzio- 
nale airarco s da percorrere. 

Oltre dunque i consueti moti tautocroni con velocità iniziale nulla si hanno : 

movimenti tautocroni con velocità iniziale diversa da zero prodotti da forze 

che ritardano il moto del punto e ne esauriscono la velocità iniziale (*) come nel 

2a 
1® problema per una velocità iniziale, in valore assoluto, Vo = 7jr e nel 2* per 

Vq - ^ a. 

movimenti tautocroni con velocità iniziale diversa da zero prodotti da forze 

che accelerano il moto del punto come nel 1* problema per Vo< ^, che ritardano 

il moto del punto come nel r problema per m'<Vo<-^, che successivamente 

ritardano e accelerano il moto del punto, in modo che la velocità finale può es- 
sere minore, eguale, maggiore della iniziale come nel 2^ problema per : 

_ 2kaL ^ 2ka 2ka ^ 2ka 

^•"tc+2 ' ^•^iT2 • rr2^^^^~ 

movimenti, con velocità iniziale costante, tautocroni parzialmente cioè pei 
soli archi non minori di certe quantità. 

Como 9 Dicembre 188S. 



(*) Vedi prof. C. Fermenti P Nota citaU. 
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NOTA 

DI 

ANSELMO BASSANI 



1. Se st staccano sulle tangenti ad una curva piana, a partire dal punto di 
coniano, delle lunghezze eguali ai raggi di curvatura in quei punti, la normale 
alla curva cosi ottenuta interseca la normale alla prima curva ad una distanza 
dal centro di curvatura eguale al raggio di curvatura, in quel punto, della cor- 
rispondente sviluppata. 

Sia (e) una curva piana, e per ciascun punto H si tiri la tangente e si porti 
su questa una lunghezza ( funzione continua dell*angoIo dì deviazione. Siene H ed 
Bl' due punti infinitamente vicini della curva (e) ; M^ ed M', i punti corrispondenti 
della curva derivata {c^) ; c(6 e ds gli angoli di contingenza delle due curve ; ds 
e da gli archi elementari. Indichiamo con a Fangolo che il raggio ( forma con la 
tangente in M, e sìa K il punto d'intersezione delle tangenti in H ed M'; dal trian- 
golo infinitesimale H| M\ K si ricava, trascurando gli infinitesimi di secondo ordine, 







I da 






sèn'a^dft' 


ma dal triangolo MNH, 


si 


ottiene 

{ = H«N sena = n sena, 


cosi avremo 






(1) 




{ da 
8ena~d«"**' 



Dallo stesso triangolo H|RM'| si ricava 

sen a (dt + cb) = i cos a dO , 
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la quale confrontata con la (1) dà 



lcotga= —77 — =n cosa -MA , 



d' onde 



(2) ^^==ncosa-55. 

Nel caso considerato dalla suesposta proposizione abbiamo 

e differenziando 

Se si sostituisce questo valore nella (2), si trova 
(4) ncosa = R + R' 

che dimostra il teorema. 

Cosi se si determina per ogni punto della curva (e) il suo raggio di curvatura 
e quello della sviluppata, si può costruire per tangenti la curva (Cf). 

Espressione del raggio di curvatura. Indichiamo con p il raggio di curvatura 
della (C|) ; abbiamo 

e = + a e quindi dO = d6-da, 

e siccome 

da ndO 



^""de"" de ' 



ne viene 



Intanto dal triangolo NH|K si ha 



(6) 



•'=['*+(^)T=[»*-^(''+w 



B + R- 
cotga=-^— . 
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DifTerenziando quest'ultima, si ottiene 

da RdR'-R'cfR 



scn*a R* 



> 



da cui 



Ha 



da RR" - R'* , 
dé = —F— ««•''«• 



sen* « = 



R» 



e quindi, sostituendo, 



R» + (R + R')* 

do _ RR"-R'* 
d6 "■R» + (R + R')«* 



si sostituisce nella (5) per n e -tt- i valori trovati, si ricava per p l'espres- 



sione 



^'^ ^ R« + (R+R')*-RR" + R'*' 

Costruzione del raggio di curvatura. La formola (1) può scriversi 

n* 



(8) p = 



n-R"sena + — 
n 



la quale dà la seguente costruzione : ce Determinate una terza proporzionale a dopo 
R ed n e sia ^ la proiezione di R" sulla perpendicolare alla normale n condotta 
dal centro di curvatura della prima sviluppata, la terza proporzionale dopo n e la 
somma algebrica dei segmenti n-^ + a sarà il raggio di curvatura richiesto et . 
Differenziale delVarco di curva. Dall'equazione (6) si ricava 

(io = [R« + (R + R')«j«dO 

dove R ed B' sono funzioni di 6, e quindi una semplice integrazione darà la ret- 
tificazione della curva. 

2. Da quanto si è detto chiaramente risulta che l'equazione (3) esprime per 
se sola una certa dipendenza della curva (c«) per rapporto ad una curva (e) senza 
nulla precisare circa la natura delle curve medesime ; ma se oltre all'equazione 
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surriferita fosse nota altresì Tequazione d*una delle due curve, o fosse data un'altra 
relazione qualsiasi che lega la seconda alla prima, ecco che ogni indeterminazione 
sarebbe tolta e le due curve sarebbero completamente conosciute. 

Proponiamoci p. e. il problema seguente : Determinare la curva (e) per modo 
che il punto di intersezione delle due normali alle curve (e) e (C|), in punii cor- 
rispondenti^ sia il centro di curvatura della curva (c^). 

Lo condizioni del problema sono 



e la formola (8) dà 






R'* 

— -R"sena = 0, 



ossia 



R'»-^RR''=:0. 
Integrando due volte, si ottiene 

dove p e Oq sono le costanti introdotte per le integrazioni ; quinli la curva (e) è 
una spirale logaritmica. 

L'equazione della curva (c^) si ricava dalle relazioni seguenti : 

R 

^ sena * 

Infatti se nella (5) si fa n=:p si ha a=:cost., e quindi, ponendo sena=:-, 

e 

si troTa 
ed anche 

Pertanto se una retta incontra una spirale logaritmica sotto un angolo co- 
stante, essa inviluppa una seconda spirale logaritmica, e la proiezione del centro 
di oufvaiura della curva iiata^ su questa retlat la inlei'seca in un suo punto di 
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dB 

d6 " 


:6, 


d8 


= 6(8- 


-««); 



)( 315 )( 

contano, per modo che la disianza di due punii corrispondenii delle dne curve 
è eguale al raggio di curvatura delVinviluppo. 

Osservazione. Se p è eguale ad 1 , il centro di curvatura della (C|) si trova 
sulla normale alla curva (e) ad una distanza dal suo centro di curvatura eguale 
al raggio. 

Se fosse proposto di determinare la curva {c^) per modo, che la normale in- 
terseghi la normale alla curva (e) ad una distanza costante b. dal centro di cur- 
vatura, allora 



e quindi 



il raggio di curvatura proporzionale ali* angolo che la tangente forma con Tasse 
fisso, vale a dire la sviluppante prima del cerchio. 

Da qui si ricava il teorema seguente : 

Se un punto di una retta mobile, tangente ad una curva daia^ si muove in 
modo che il rapporto della velocità di traslazione del punto alla velocità ango* 
lare della retta, rispello ad un asse fisso, rimanga costante, la normale alla tra- 
iettoria del punto interseca la normale alla curva data ad una distanza costante 
dal suo centro di curvatura. 

Infine proponiamoci di trovare il luogo dei punti N. 

Se si riferisce il luogo dei punti N alla sviluppata (c^), come si è fatto della 
(C|) per rispetto alla curva (e) , e si indica con a' 1* angolo che la normale in AI 
forma con la tangente air inviluppo nel punto N, con d6' 1* angolo di contingenza 
della sviluppata (e,), con T la distanza RN e con d£ Tarco elementare della (e,) , 
avremo 



e siccome si ha 



differenziando si ottiene 



. = 0'-|. 



<*»'_«„ 

W-^' 



Cosi si troya che il luogo dei punti N gode, rispetto alla sviluppata (ct)> delld 
stesse proprietà, di cui gode la curva (e') in riguardo alla (e). 
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ARTICOLO BIBLIOGRAFICO 



Teorìa delle Forme in generale, e speoialmente delle binarie; per R. Ru- 
bini. Parte prima. Esposizione delTAIgoritmo fondamentale di questa 
Teoria. Voi. in 8^ pag. 304. Lecce 1886. 



Il chiarissimo Prof. Sig. B. Rubini, da più anni ritirato, per motivi di sa- 
lute, dair insegnamento delle Matematiche presso TUniversità di Napoli, ha non 
per tanto dato sempre prova della sua attività scientìfica pubblicando utili opere 
didattiche intorno a diversi rami delle Hatematkhe ; alcune di esse in questi u1- 
tinti anni sono state tradotte in lingua spagnuola, ed adottate per rinsegnamento 
nelle Università della Spagna. Anche l'opera, di cui sopra abbiamo annunziato la 
stampa , è stata pubblicata per la prima volta in lingua spagnuola per cura del 
Prof. E. Harquez y Yillaroe dell' Università di Siviglia, ed ora TÀutore si è 
indotto a pubblicarla in italiano, a cagione di reiterate istanze di molti amici. 11 
libro è scritto con l'intendimento di essere insegnato immediatamente dopo lo 
studio deirAlgebra, senza bisogno di quello del Calcolo infinitesimale, e nel com- 
pilarlo TAutore ha attinto alle opere del Salmon Lessons inlroduciory io the 
modem higlier Algebra, del Clebsch Theoric der bindren algebraischen Formenj 
e del Faà de Bruno, Théorie des formes binaires. 

A dare un* idea dell* opera accenniamo brevemente al contenuto dei ''suoi di- 
versi Capitoli. 

Nel Capitolo 1® sono richiamate alcune teorie di Àlgebra complementare, re- 
lative alle funzioni razionali intere, e sono dedotte le regole della derivazione in 
modo aiTatto algebrico. Nel Capit. 2^ si tratta della trasformazione o sostituzione 
lineare. Nel 3® della partizione dei numeri. Nel 4® del discriminante. Nel 5® del 
Jacobiano e dell' Hessiano, con le proprietà che ne risultano per le forme. Nel 6® 
si parla degl'invarianti e delle loro proprietà fondamentali. Nel V si considerano 
alcune funzioni che sono invarianti. Il Cap. 8^ contiene diversi teoremi relativi 
al numero degl'invarianti indipendenti dello stesso grado, appartenenti ad una 
forma binaria, ed altri sugl'invarianti fondamentali. Il Cap. 9^ è dedicato ai co- 
varianti ed alle loro proprietà fondamentali. Nel Cap. !0° si tratta dei covarianti 
associati. Neil* 11^ degli emananti, dei con tra varianti, dei concomitanti misti, degli 
evettanti, e degl'intermutanti. Nel 12® della importante questione sul numero dei 
covarianti fondamentali di una forma data. Nel Cap. 13® è esposto Y algoritmo di 
Cayley per rappresentare e formare invarianti e covarianti. Nel 14® è esposto 



Digitized by 



Google 



)( 3n )( 

Talgoritmo adoperato da Aronhold, Gordan e Clebscb nella teoria delle for- 
me. Finalmente nel Cap. 15^ si tratta delle forme canoniche delle forme binarie. 

Speriamo che Tegregio Autore nella 2* parte del suo lavoro vorrà trattare dei 
sistemi di forme in generale, ed in particolare di quelle dei primi quattro gradi; 
accennare ali* applicazione della teoria delle forme alla Geometria, e dare almeno 
una limitata esposizione delle ricerche del Gordan e del Clebsch intorno al 
numero delle forme invarianiive fondamentali, per mezzo delle quali si esprimono 
razionalmente tutte le altre. 

Raccomandiamo ai giovani studenti delle nostre Università questa opera del 
Prof. Rubini, come introduzione allo studio di una delle più importanti teorie, 
quella delle forme algebriclic, alla quale si rannodano tante moderne ricerche di 
Matematica superiore. 

O. BattagUni. 



QUI STI ONE 64. 



Se si indica con R quella determinazione della radice quadrata del determi- 
nante gobbo simmetrico 

• t • • 

nella quale è positivo il termine 
si ha 



n(»-n) 



K=(-„^ev')(V)-a-,') 



I 



1 



fll' 



in-* 



*iii 



voi. XXIV. 



Gabriele Torelli. 
48 
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 54 E 48 



DI 



GAETANO DE MARCO 

alunno della R. Scuola per gringegneri di Napoli. 



54. Se 8i considerano luui i poligoni di n lati . la media ariimciica degli 
angoli che nella serie crescente degli angoli di ciascun poligono occupano il 
posto r«mo è 



"(*-D(h=7TT+5=Fì:2 + --+D- 



Siene A4,B4,...N, ; Aj , B^, ..N^; ... ; A;,, 8,^, ... N„ i Talorl degli angoli 
di n poligoni P| . P, , ... , P« , ciascuno di 7i lati; sieno inoltre i valori degli angoli 
di ciascun poligono disposti in serie crescente Si avrà 

A, < B, < . . . < N, ; Aj < B, < . . . < N, ; . . . A„ < B„ < . . . < N^ (1) 

A4+B,H-...+ N4=A2+BjH-... + N^=...= A^+B„+,..+ N„ = u(n-?) (2) 

Le quantità 
_ X^A,-HMa+...+X^A,, _X^B,4X,BtH...+X„B„ X^N^+X^N^-f.-.+ XA 

^*~ x,+x,+...+x„ '^^-^ x,+x,+...ix, — '^p- x,+x,+...+x„ ' 

in cui le X si suppongono tutte dello stesso segno , si possono assumere come i 
valori degli angoli di un poligono Pp di n lati, perchè dalle (*2) si ha 

Ap + Bp+ . . . +Np=:ir(n-2), 

ma dì più si ricava dalle (1) che 

Ap < Bp < . . . < Np 

Si noti che il valore di Ap è compreso fra il più grande ed il più piccolo dei 

valori A^A^.-.A^; infatti esso è il rapporto tra la somma dei numeratori e la 

X A X A X A 

somma dei denominatori delle frazioni -~-^, -4-^ , ... , -4-^1 ì quali denominatori 

A^ A^ A„ 

SODO tutti dello stesso segno. Lo stesso si dirà di Bp , ... , Np. 
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TiceTcrsa dati i valori A^.Bp, ... ,Np degli angoli di un poligono qualunque 
Pp di 71 lati, ordinati in serie crescente, e tali che il valore Ap di uno qualunque 
di essi sia compreso tra il più grande ed il più piccolo dei valori AfA^.-.A^, n— 1 
delle equazioni 

X,A,+Mt+--- + ^»A« = Ap(X, + X, + ...+XJ 

X,B, + X,B, + ... + XA = Ap(X,+X,+ . .. + X,) 



X,N, + X,N, + . . . + X„N„ = Np(X, + X, + . . . + XJ /' 

daranno i rapporti di n — 1 delle X alla rimanente. 

Diamo ora agli angoli dei poligoni P, P, ...P„ i valori segnati nel quadro se- 
guente 



P. 
Pt 



p«-. 
p. 



A-.- 


B, 


























• 


. 





a 




n-ì 


et 


a 


n 


n 
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(R+i)r 

















a 




n-r 
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n-r+l 


n-r+l 
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?i-l 


n-1 
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n 



(N-1), 


N. 
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a 

2 


ÓL 


a 


a 


a 


a 


n-r-fl 


n-r+l 


. 


• 


a 

n-1 


a 
n-1 


a 
n 


a 
n 



in cui la quantità a è uguale a T^{n - 2). 

Tutto ciò che abbiamo detto innanzi reggerà perfettamente per questi valori 
particolari, e le equazioni (4) diventeranno 



X,_, —. + X,^ = Bp(X, +X, + . . . + X,) 



^»-'+« ^TT+i '*' ^•-'+»fi=f+I'^""*"^"-' n=ì ■*■ ^n "^ ^P^^' + ^ ■*•••• + ^•) 
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X,a + Xj?+ . . . f X«^ = Np(X, + Aj+ . . . +X^). 

Dico che i valori delle X che ci forniranno queste equazioni saranno tutti dello 
stesso segno, p. e. positivi. Infatti supponiamo che ruttimo valore negativo tra i 
valori delle X che queste equazioni ci forniranno sia X^.^ , allora si vede agevol- 
mente che il valore di Bp sarebbe maggiore di quello di (R+ l)p, contro Tipo- 
tesi stabilita. 

La formola 



^ Xj + Xj + • . . +-x^ 

esprime il valore delFangolo che nella serie crescente degli angoli di un poligono 

qualunque di n lati occupa il posto r-mo. 

Il valore medio di questa espressione si ha ponendo Xf=X|=:... = X^ nel qual 

a/ 1 ì I \ 

caso diventa - 1 _ . i +~ — 9+ •• • + "" j- ^f ponendo per a il valore Tc{n~2), 

si ha pel valore medio richiesto Tespressione 

T^ ( ' -- ) ( ; + ^ + ...•+-) e. b. d. 



Ponendo in quest'ultima formola 2n in luogo di n, ed n in luogo di r, e fa- 
cendo tendere n all' 00 si ha 

/ 1 1 1 \ /, 1 1 1 1 \ 

= te log.2 = 0.693U1 ... Tc = 124^ ... 46' circa. 

Si è cosi risoluta la quistione 48: 

Essendo n indefinilamente grande si considerino tulli i poligoni di 2n lati, 
Vangolo che nella serie crescente degli angoli di ciascun poligono occupa il posto 
n.mo è uguale in media a 124^46' circa. 
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